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B:  AUFLÖSUNGEN 


r.  r. 

od  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Qebiete  der  Mathematischen, 

dachen  iiiul  NnturwiBHtMiHi-liaftun  nach  ullen  Richtungen  hin 

betei  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 

zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  tob  Erfolg  begleil 

.  1 1 . 1 1 .  wie  mein  Verlagekatalog  leigt,  and  ich  hoffe,  dafl  bei  gleicher 

er  Gelehrten  and  Schulmänner  dei  In    and 

laii'ii ■>  auch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  and  Lernenden 

iii  WiMenschaft  und  Schule  jederzeit  förderlich  Bein  werden.    Verlags- 

anerbieti"  ener  Arbeiten   auf  eiii>ehliigigrm   (Jebieto   werden  mir 

deshalb,  wenn   auch  schon  gU>ichc    oder  ähnliche  Werke  über  denselben 

ustand  in  meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein 

Qnter  meinen  aahlreichen  rjntemehmungen  mache  ich  gani  besonders 

auf  die  \"n  den  Akademien  der  Wissenschaften  bu  BCflnchen  und  Wien 

und  der  Gesellschaft  'ler  Wissenschaften  n  Göttinnen  herausgesehen« 

Enzyklopädie    der    Mathematischen   Wissenschaften    aufmerksam, 

die  in  7  Händen  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie, 

M.-i -lianik ,  die  Physik,   die  Geodäsie  und  Geophysik  und  die  Astro- 

nomie  behandelt  und   in  einem  Schlußband  historische,  philosophi 

und  didaktische  Prägen  he-prechen,  sowie  ein  Generalregister  zu  obigen 

len   bringen   wild. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
Qschaftlichen  Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheea  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung,  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Organ  für  angewandte  Mathematik,  die  Zeitschrift  für  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftliehen  Unterricht,  ferner  Natur 
und  Schule,  Zeitschrift  für  den  gesamten  naturkundlichen  Unterricht 
aller  Schulen,  die  Geographische  Zeitschrift  u.  a. 

röffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräumen:  „Mit- 
teilungen der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner".  Diese  „Mit- 
teilungen", welche  unentgeltlich  in  25  000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als 
auch  im  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  welches 
meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter 
der  Presse  befindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des 
Teubnerschen  Verlags  in  Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis 
auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte  jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte 
Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nebst 
Grenzgebieten,-  96.  Ausgabe  [XL  u.  168  S.  gr.  8],  sowie  der  Nachtrag 
1901  1903  \II  u.  56  >.]  zu  diesem  Katalog  in  allen  Buchhandlungen 
unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter  Kreuzband 
von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 

Leipzig,  Poststraße  3. 

B.  G.  Teubner. 
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Projektivische  Strahlenbüschel  iu  einer  Ebene. 


1.  Die  Koordinaten  sind 
N,  +  fN,  Mx  +  fM2 
N\+kN'i  3f1+kM'2 


Lx  +  fL2  M,  +  fM2 
L\+kL'2  M\+kM'.2 


y  =  - 


A  +  /X2  Nx  +  fN2 
L\+kL'2  N\+kN'2 


Lx  +  fL2  Mt  +  fMt 
L\+kL,iM,l+kM'a 


»  oder 


_  kf(M2N'2-M'2  N.,)  +  k  ( M.N^-M'^  +  fjM^'.-M'^+M^'^M'.N, 
" kf\M2 1'.,  -  M'2  L.,)  +  k (Mflt  - M'2Lt)  +  f(M2L\ - M}lLi)  +  M1L\ - M\  /,,' 
kf{L2  N'2  -  L'2  N2)  +  k  {L,N'2  -  L'M  +  f(L2N\  -  L\  N2)  +  Xx N\  -  L\  ,Y, 
kf{L.,M '.,  -  L'.M,)  +  k  (LlM'2  -  L\MX)  +  f{L2M\  -  L\M2)  +  LXM\  -  L\MX 

29kf-  16k  -  13/"+  7 


Beispiel,    x 


y 


&kf  +  8k  +  26/"- 23 
3kf+36k-  39/"-  6 


hkf+  8k  +  26/"-  23 

2.  f  und  /c  müssen  einer  Gleichung  von  der  Form 

fk  +  af+bk  +  c  =  0 
genügen,  in  der  «,  ü>,  c  Konstante  sind. 

3.  Da   in    diesem   Falle    für    f=0    auch    &  =  0,    ferner    für 

f  =  co   auch  ä;  =  co   werden  muß ,  so  kann  die  Parametergleichung 

nur  die  Form 

af+  bk  =  0 

besitzen. 

4.  Nach   der  Voraussetzung   müssen   die  Parameter   zwei  Re- 
lationen von  der  Form 

fik  +  <hfi  +  M'  +  C!  =  0, 

f2k  +  a2f2  +  b2k  +  c2  =  0 
genügen.     Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  k,  so  ergiebt  sich 

(«i  -  a»)  fifa  +  ipi  -  «a&i)  f%  ~  (?*  ~  aA)  fi  ~  0ic2  -  V«)  —  °, 
woraus   die  Richtigkeit  der  Behauptung  erhellt. 

5.  19a;-  27 v/  +  22  =  0. 


\  ektmsche  Strahlenbfischel  in  einer  Ebene 

I  'w  Koordinaten  der  Mittelpunkte  der  Büschel  Bind: 

>\      +  !'\  -  5;    •''•_>  ■   '•')  ."■■  '     -  !? 
demnach  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  derselben 

f-  <">.r  -    l'.i        0 

Wird  diese  Verbindungslinie  dem  ersten   Büschel  zugerechnet, 
bo  entsprichl   ihr  im  zweiten  der  Strahl 

lt;>/  -   265a;  +  2431  =0; 
gehOrl    dagegen  die  Verbindungslinie  dem  zweiten   Büschel  an,   so 
entsprichl   ihr  der  Strahl 

186y  —  97*  -  542  =  0 
des  ersten   Büschels. 

7.    Die    K -dinaten    der   Schnittpunkte   sind   best imm t    durch 

die   beiden  Gleichungen 

Täj}x-  aLJJ9-  bL,L\+  cL2L'2  =  0, 
L,  =  0. 
Da   die   erste    derselben   in  Bezug   auf  x  und  y    vom   zweiten 
Grade    ist,    so    werden    im    allgemeinen    zwei    Schnittpunkte    ent- 
sprechender Strahlen  auf  L3  =  0  liegen. 

Q  -10  +  2*1/51 

Die   Schnittpunkte  sind  in  diesem  Falle  imaginär. 
9.  Die  Schnittpunkte   der   zugeordneten  Strahlen   müssen   auf 
der   unendlich   fernen   Geraden   liegen.     Es   ergeben   sich  demnach 
zwei   Strahlenpaare,  deren  Gleichungen  sind: 

43*—  5y  —  7=0,          43z  —  5y  -  14  =  0; 
2x-  2y  +  1  =  0,  13x  —  13y-  6  =  0. 

10.  Sind   /"n    f2,    f3l   f4   die   Parameter  von   vier   Strahlen   des 
ersten  Büschels,  so  ist  das  Doppelverhältnis  derselben: 

_  Z>^+  c       bk3  +  c        b\  +  c       b\  +  c 

f\  —  h  .  h  —  fi  _         \  +  a        ^3  +  a  Tcx-\- a        fc4  +  a 

fi  —  fs    U  ~  fi       _  bk2  +  c  ,   bJc3  +  c  '  _  bk2+  c       &fc4  +  c 

Jc2  +  a        Jcs-\-  a  k2  +  a        k4  +  a 

=  Oi  -  &8)  (c  -  ab)  _  (fet  -  fc4)  je  -  ab) 
(*a  —  £3)  (c  —  ab)  "  (k2  —  fc4)  (c  —  ab)' 
woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erhellt. 


I'iojektivische  Strahlenbüschel  in  einer  Ebene. 


11.  Aus  der  vorhergehenden  Lösung  folgt,  daß  drei  Strahlen 
des  zweiten  Büschels  bekannt  sein  müssen. 

12.  Bezeichnen    wir    die   Konstanten    der   Parametergleichung 


mit    (/,    b   und    c, 
Gleichungen 


0 


so    können    wir   zur  Bestimmung   derselben   die 
6^+a/i  +  Mi  +  c-O, 

aufstellen.  fA+ •*+»*•+ «-0 

Eliminieren  wir  aus  diesen  und  der  Gleichung 
fk  +  af+  blc  +  c  =  0 
die  Größen  a,  b,  c,  so  ergiebt  sich  die  Parametergleichung: 
/i'li   /i  *i  1 

fd*3    h    *3  ^ 

fk     f    Je    1 
oder 

(*i-**)te-fs)(*3-fc)(y-/i) 

-  (/i  -  a)  &  -  y  (4  -  /o  (*  ~  y  -  o. 

13.  Sind  die  Gleichungen  der  beiden  projektivischen  Strahlen- 
ivnfip.nftl 

L,x  +  Mtf  +  Nt  +  f(L2x  +  3I2y+  Ns)  =  0, 
L\x  +  JLr'l2/  +  N1,  +  fc(£'8s  +  JI'2*/  -f  K',)  =  0 
und  die  Parametergleichung 

fk  +  af+blc  +  c  =  0, 
so    lassen    sich    zur    Bestimmung   der   Parameter    der    betreffenden 
Strahlen  folgende  Gleichungen  aufstellen: 

_  Lx+fxL%     _  M^±UM2 


M.  +  f.M, 
L  x  +  l\  L  2 


Iji  +  /a  -^2 


^+^^2      i'j  +  ä-.zv 

/,-,/,+ a/-2+6Ä-2+c  =  0. 
Da  man  durch  Yertauschung  von  fx  und  /"2,  ferner  von  ~kx 
und  ä*2  zu  denselben  Gleichungen  gelangt,  so  folgt,  daß  in  jedem 
Büschel  nur  ein  Strahlenpaar  vorhanden  ist,  welches  der  Anforderung 
genügt.  Dieselben  sind  stets  reell,  wie  sich  aus  der  resultierenden 
Gleichung  zweiten  Grades  ergiebt. 


.  nb  ls<  hei  in  einer  bbenc 
Strahlen   dos  ersten    Büschels  entspreche!]   der 

I  ischols  der  Gleichung 

17  ,i  (      (  3jH    29)       0 

!.">.   1'm  : i .ii  liten    wir   die   Schenkel   der  entsprechenden   rechten 
■  •1  in  beiden  Büscheln  als  Fundamentalstrahlen  und  bezeichnen 
Innigen  derselben   mit 

0;    /',       0,    h\       0, 
ind    die  Gleichungen    von    zwei    entsprechenden   Strahlenpaaren 

/.,+  /,/       0,       [/.,  +  /:./..     0, 

i   Auflösung    1<>,   isl    nun 

s    h 

Fuhr!    n .  ■  ler    Parameter   die    gleichwertigen    Verhall 

der   Sinusse    ein    (vergl.   Hefl    I.   Anll.   229),    und    bezeichne! 

den    Winkel     zwischen     Ll  =  0     und     /.,-(-/,/,       <>    mit     <vn     den 

i.'ii    /.,_()   und    ^i~\-  fzL2~  "  "  mer  ''''"  zwischen 

/.'.,=  0    und    /-', -f /r,  7/g=     0    mit    (j, ,    und    endlich    den    /wischen 

0    und    /.',  4-  /,\, //._,=-  0    mit    (S2,    so    rindet    man    leicht,    daß 

.  tg&=  tg«2  .  tg  (?2 

16.  y.14-/"7/2=o,  /.,+  fcI/2=0. 

Die  beiden  Strahlenbüschel  befinden  sich  in  diesem  Falle  in 
perspektivischer   Lage. 

Ii.  Da  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen, 
rerden  im  allgemeinen  nur  noch  zwei  zugeordnete  Strahlen  vor- 
handen sein  können,  die  einander  parallel  laufen.  Man  erhält 
dieselben,  wenn   man  setzt-. 

»<  /.,i)f2-  L\MX)  -  bjL^-L.M,) 
a(J..,M'.,-  7/2ü/2) 
=      a{LxM.\-lJ%M^)  -  ftfoj^-  7^) 
b^M'^- L'2M2) 


Projektivischo  Strahl enbüschel  in  einer  Ebene.  7 

Beispiel.      / "=  7,  h  ■»  j.      Demnach    sind    die    Gleichungen 
der  parallelen  Strahlen: 

15y  +  5x  —  4  =  0, 
9y  +  Zx  +  13  =  0 
18.  Die  Bedingungsgleichungen  sind: 


La  Li  <] 


=  0, 


+  h 


Mx  M2 


=  0. 


12  2       '      '3  * » 


19.  Man  erhält 

/i=3 
demnach  ist  das  Produkt 

(fi-/i)(ß-f8)(/s-fi)  =  -«5- 

Das  Büschel  hat  also  eine  Drehung  im  negativen  Sinne. 

20.  sind  r,  +  /iF8  =  o,  rx  +  f.2v2  =  o,  f,  +  f3r2  =  o, 

7X  -|-  /"4  F2  =  0  die  vier  Strahlen  des  Büschels,  so  ist  das  Doppel- 
verhältnis derselben 

/i       H    /  2       /  3 

u-w  U-h 

Führt  man  die  Drehung  aus,  so  hat  man  an  Stelle  von  f  zu 
sin  qp,  /3  =  sin  (<p  —  «),   y  =  sin  (qp  +  c), 


setzen  — : — >   wo   a 


y  -\-  ah 

wenn    £  der  Winkel  ist,   welchen   die   beiden   Fundamentalstrahlen 
miteinander    einschließen.      Die   Gleichung    des   Büschels    ist   dann 
YV0  +  aY1  +  h(aV0  +  ßV1)  =  0. 
Man  findet  nun  mit  Leichtigkeit,  daß 

fi-fs  .  f%-U  =  h  ~  h  .  h  ~  h 

ist,    d.    h.    daß    bei    der   Drehung    das    Doppelverhältnis    der   vier 
Strahlen  unverändert  bleibt. 

21.  Um  die  Gleichung  des  Büschels  in  seiner  neuen  Lage  zu 
bestimmen,  hat  man  an  Stelle  von  x  und  y  lineare  Ausdrücke 
einzuführen,  durch  welche  nur  die  Gleichungen  der  Fundamental- 
strahlen, aber  nicht  die  Beziehung  zwischen  den  Parametern  ge- 
ändert wird. 

22.  Sind  die  Gleichungen  der  Büschel 

A  +  /7.s=0,       Lt+kL't-Q 
und  die  Parametergleichung 


g  Projektirisohe  Btrahlenbütohel  in  Sinex  Ebern« 

af+  bk  -  0, 

■hält    niaii   die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  durch   Eli 
mination  \ . •  m  /'  und  h  aus  diesen  beiden  Qleiohnngen,  nämlich 
/.,  (a  //,  -f  6  Lf)  -  0. 

Die  Bohnittpnnkte  liegen  also  auf  einer  Geraden,  deren 
Gleichung  ,,    .   .  ,        n 

ist.      Dies»"    Gerade    wird    die    perspektivische    Achse    der    beiden 
Bflschel   genannt. 

Beispiel.     20.r  +  19//  -17  =  0. 

23.  Es  seien  «,,  bn  cx  die  Strahlen  des  ersten,  </2,  62,  eL>  die 
entsprechenden  Strahlen  des  zweiten  Büschels,  die  Mittelpunkte 
0t  und  0.,.  Soll  zu  dem  Strahle  rfj  des  ersten  Büschels  der  ent- 
sprechende des  zweiten  gefunden  werden,  so  dreht  man  zunächst 
das  zweite  Büschel  so  um  02,  daß  a2  in  der  neuen  Lage  at  parallel 
läuft,  und  zieht  sodann  durch  einen  beliebigen  Punkt  0'2  des 
Strahles  at  Parallelen  zu  b2  und  c2,  nämlich  b'2  und  c'2.  Durch 
die  Schnittpunkte  von  bl  und  b'2,  ferner  von  ct  und  c'2  ist  die 
Lage  der  perspektivischen  Achse  g  der  beiden  Büschel  um  0t 
und  0'2  bestimmt.  Verbindet  man  nun  den  Schnittpunkt  von  dl 
und  g  mit  dem  Punkte  0'2 ,  zieht  durch  02  zu  dieser  Verbindungs- 
linie eine  Parallele  und  dreht  das  zweite  Büschel  um  02  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurück,  so  ist  die  Richtung  von  d2  genau  be- 
stimmt. 

24.  Es  sei  die  Bezeichnung  der  Strahlen  dieselbe  wie  in  der 
vorhergehenden  Lösung.  Man  konstruiert  zunächst  (siehe  die  vorher- 
gehende Lösung)  ein  Hilfsbüschel,  welches  dem  zweiten  kongruent 
ist  und  sich  mit  dem  ersten  in  perspektivischer  Lage  befindet. 
Sodann  errichtet  man  in  dem  Halbierungspunkte  der  Strecke  0X  0'2 
ein  Lot,  welches  die  perspektivische  Achse  im  Punkte  M  schneiden 
möge.  Beschreibt  man  um  M  einen  Kreis,  welcher  durch  0X  und 
0f2  geht,  und  verbindet  die  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der 
perspektivischen  Achse  mit  0t  und  0'2,  so  ist  die  Aufgabe  für  die 
beiden  Büschel,  welche  sich  in  perspektivischer  Lage  befinden,  ge- 
löst. Die  Lage  der  entsprechenden  Strahlen  in  dem  Büschel  um 
02  läßt  sich  sodann  leicht  bestimmen. 

25.  \L\  =  L1^rf1Ls^Oi     h2  L\  =  Lx  +  f2  L2  =  0. 


Projektivische  Strahlenbüsche]  in  einer  Hbene.  <j 

26.  Wird  der  gegebene  Strahl  dem  ersten  Büschel  zugerechnet, 
so  entspricht  ihm  im  zweiten  der  Strahl 

13s  -  by  -  57  =  0, 
wird   er   dagegen   dem  zweiten  Büschel  zugerechnet,   so  entspricht 

ihm  im  ersten 

185a;  +  191?/-  549  =  0. 

27.  Es  ist 

Die  Werte  der  konstanten  Größen  /*n  //2,  fl1  f.,  lassen  sich 
leicht  bestimmen. 

28.  Ist  77       A+>»i^  =  0    ferner  v       h+p£l  =  0, 

so  ist  die  Gleichung  des  zweiten  Büschels 
\ml-\-lchlm2 

Das  Produkt,  durch  welches  der  Sinn,  in  welchem  sich  das 
zweite  Büschel  dreht,  bestimmt  wird,  läßt  sich  demnach  in  die 
Form 

(lJ  Ct1)3  (w*  -  m^ (/i  -  ^  ^  -  Ö  <Ä  -  ö 

bringen.     Besitzt  daher  das  Produkt 
a    \  , 

einen  positiven  Wert,  so  drehen  sich  beide  Büschel  in  demselben 
Sinne;  besitzt  es  dagegen  einen  negativen  Wert,  so  drehen  sich 
dieselben  im  entgegengesetzten  Sinne. 

29.  Beispiel   1.     Es  ist  —  ■  --  (m,  —  m9)  =  —  —  • 

b     /*2  45 

Die  beiden  Strahlenbüschel  drehen  sich  also  im  entgegen- 
gesetzten  Sinne. 

Beispiel  2.  Die  beiden  Büschel  drehen  sich  in  demselben 
Sinne,  da 

-._(„,_„,)  =  - 

ist. 


10  Li t wohi    Strohlenbüs»  bei   in  einor  Ebern 

.i.i.m  dei  Doppolstrahlon  sind  gleich  den  Wurzeln 

a 

h..i)ix  //,  in ./ 

11 .1  in  In-  ti 


1   y     )  />,//.(///,        //'.i 

Daraus    folgt:    Die    beiden    Strahlenbüschel    können   höchstens 

Doppelstrahlen  besitzen.     Drehen  sich  die  Büschel  im  entgegen 

tzten    Sinne,    so    sind    beide    Doppelstrahlen    reell    und    liegen 

ennt.      Drehen    sich    dagegen    die   Büschel    in  demselben  Sinne, 

sind    die    beiden   Doppelstrahlen    entweder   reell    oder  imaginär, 

und  zwar  können  dieselben,  wenn  sie  reell  sind,  entweder  getrennl 

liegen  oder  zusammenfallen. 

31.  Die    beiden    Büschel    drehen    sich    im    entgegengesetzten 
Sinne  und  haben  die  beiden   reellen    Doppelstrahlen 

1381  17  c  +  9y      59)  -f  (-307  +  }l  12549)  (3  a;  +  -'//       LO)  — 0. 

32.  Die    beiden    Strahlenbüschel    drehen    sich    in    demselben 
Sinne  um!  haben  die  beiden   reellen   Doppelstrahlen 

33  ,  +  2y  +  7=0,     Sx  -  hy  +  5  =  0. 

."»."..    Es    seien    rx    und  q.,    zwei    nicht    entsprechende    Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel,  ät  und  ri,  die  beiden  Doppel 
strahlen,    ferner    mögen    dx    und   1\    den  Winkel   or,   rt   und  q2  den 
Winkel    q>    und    n.,    und    <l,    den    Winkel    ß   einsehließen,    dann    ist 
nach  Aufl.   15 

tga.tg(9,±a)  =  tg|3.tg(9>±/3) 
oder 
[±  (tg  a  +  tg  ß)  +  tg  q>  -  tg  «.  tg  ß.  tg  <p}     {tg  a  -  tg  ß\   =  0. 

Daraus  folgt 

tg  a  =  tg  ft 

d.  h.  der  Strahl,  welcher  den  Winke]  der  beiden  nicht  entsprechen- 
den Schenke]  entsprechender  rechten  Winkel  halbiert,  halbiert  auch 
den  Wink»],  welchen  die  beiden  Doppelstrahlen  miteinander  ein- 
schließen. 
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34.  Sind  7/j  =  0,  Ls  =  0  die  Gleichungen  der  Doppelstrahlen, 
SO   müssen  die  Gleichungen  der  Büschel 

A  +  /"A>  =  0,     ij  +  a/Xg-O 
sein,  wo  a  eine  konstante  Größe  ist. 

35.  Nach    der    Erklärung   Heft   I,    S.   34    ist    der   Wert   des 

Doppelverhältnisses  =  —  Das  Doppelverhältnis  von  je  zwei  be- 
liebigen entsprechenden  Strahlen  zu  den  beiden  Doppelstrahlen  hat 
demnach  einen  konstanten  Wert. 

36.  Man   erhält: 

Sx  -  ±y  +  10  +  *  ±  ^401  (x  +  y  -  2)  =  0, 

Sx  -  iy  +  10  -  — ±  ^4Q1  (x  +  y  -  2)  =  0. 

37.  Die  Relation  ist 

fh  +  a(f+k)  +6  =  0. 

Die  beiden  Strahlenbüschel  sind  also  in  Involution.  (Vergl. 
Heft  I,  Aufg.  und  Aufl.  270.) 

38.  Sind  r,  und  q2  zwei  nicht  entsprechende  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel,  Sj  und  s2  zwei  beliebige  einander 
entsprechende  Strahlen,  und  bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen 
Sj  und  r1  mit  a,  den  zwischen  q2  und  s2  mit  |3  und  endlich  den 
zwischen  rl  und  q2  mit  qp,  so  muß 

tg  («  +  <p)  tg  0  =  tg  (/3  +  ?)  tg  («  +  <p), 
also  <p  =  0  sein.     Daraus   folgt:    Befinden  sich  zwei  konzentrische 
projektivische    Strahlenbüschel    in    Involution,    so    fallen    die  nicht 
entsprechenden   Schenkel    der   entsprechenden    rechten   Winkel   zu- 
sammen. 

39.  Die  Verbindungslinien  des  Punktes  mit  zwei  gegenüber- 
liegenden Ecken  mögen  einander  zugeordnet  sein.  Man  hat  dem- 
nach drei  Strahlenpaare: 

f  ly  —  V*  —  0, 

1  (51  -  8)y  -  (5n  -  S)x  +Sri-  31  -  0; 

(3|  -  2)y  -  3fo  -  2)x  +  2(,  -  3$)  =  0, 

(£  —  l)y  +  nx  +  »?  =  0; 

(|-  2)*/-^  +  2t/  =  0, 

(2§  +  l)>/  -  (2t?  +  3>  +3$-r}  =  0. 
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Betraohtel  man  <iie  beiden  ersten  Strahlen  als  Fundamental 
Btrahlen,  bo  sind  « 1  i « •   Parameter  der  vier  ftbrigen: 

7(2q   1  3|       6)  3(q  -  g  +  l) 

2(ij       3|)  .? 

z        ,;  -^-3{  ,   _  21(6-i|-l) 

3'  2^      "'  ,_         i|-36 

Da  nun  /.,/..,  /.:l/r,  -  0  ist,  bo  isl  das  Büschel  ein  involuto- 
risehes.     (Vergi   Befl   I,  Aut-    u.  Aufl.  267.) 

in.    Es    l;ili     si.h    in    ähnlicher    Weise,    wie     in    der    vorher- 
gehenden   Lösung   zeigen,   daß  das  Büschel  ein  involutorisches  ist. 
11.  Sind  2^-1-/2^=0,   Lx  +kl..,=  0   die  Gleichungen  der 
beiden    Büschel,    af-\-bk  —  Q  die  Parametergleichung,   so  erhält 
man    durch    Elimination    von   f  und   7c   die  Gleichung   des  Erzeug- 

nisses  t   n  T      i       i  i  \        A 

Lx  (b  /.,  -f  aL'a)  =  0, 

ha— .  llic  Kestehi  demnach  aus  zwei  Geraden,  nämlich  aus  der 
Geraden,  mit  welcher  zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen, 
and  der  perspektivischen  Achse. 

iL'.  Da  in  diesem  Falle  L%  =  2>'a±  C,  ferner  a  =  —  b  ist, 
so  erhält  man 

d.    h.    die    perspektivische    Achse    fällt    mit    der    unendlich    fernen 
Geraden  zusammen. 

l.">.   Die  Gleichung  des  Erzeugnisses  ist 

LlL\  -  aLtL\  -  bL\I2  -f  cLaL'a  =  0. 
Da  diese  in  Bezug  auf  x  und  y  vom  zweiten  Grade  ist,  so  hegen 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  auf  einem  Kegelschnitte. 

44.  Die  in  der  vorigen  Lösung  gefundene  Gleichung  wird  zu 
fin.r  identischen,  wenn  man  7^  =  0,  l-2  =  0  und  wenn  man 
Ij\  =  0,  JJ2  =  0  setzt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  Büschel  liegen 
demnach  auf  dem  Kegelschnitte.  Die  beiden  Strahlen  aber,  welche 
der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  entsprechen,  berühren  den 
Kegelschnitt  in  diesen  Mittelpunkten. 

45.  Der  Kegelschnitt  kann  in  diesem  Falle  nur  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  besitzen;  er  ist  demnach  eine  Parabel. 

Sind  die  Gleichungen  der  Büschel 

Lxx  +  MlV  +  JV,  +  f(L2x  +  M2y  +  N2)  -  0, 
L\x  +  M\y  +  N\  +  k(L'2x  +  M'2y  +  N'2)  =  0 
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und  die  Parametergleichung 

af+  bk  =  0, 
so  müssen  die  Konstanten  dieser  Gleichungen  der  Relation 
a*{Lxtft-L\M1)*+  b\L\M2-  L2M\f 
+2a^L1^2+i'^1)(i,ia^+X^\)-4a6(X1i'8Jf\JI^+/,,1i^af1Jff2)=0 
genügen. 

46.  Der  Kegelschnitt  hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte,  er 
muß  demnach  eine  Hyperbel  sein.  Die  Konstanten  müssen  in 
diesem  Falle  der  Relation 

aXLlM\rL\2Mrf+bXL\M2-LiM\y+2ab(L13l\,+lJ2Ml)(L\M 

-  4a&(Z1/y2ilf'1ilf2  +  L'1LftMiM'i)  >  0 
genügen. 

47.  Der  geometrische  Ort  kann  keinen  unendlich  fernen  Punkt 
besitzen,  er  ist  also  eine  Ellipse.     Es  wird 

a\I.im\-Jj,Ml)'+l/\lJ13L~L.^l\Y+2ab(L13l'2+lJ23Q 

-  4ab(L1L'2M'1M2-\-  L\L2MlM'2)  <  0 


sein. 


48. 


Lt   M\ 

+  b 

L\   M2 

Mx   L'2 

M\  L2 

Li-Mt 

+  b 

L2-l^ 

/.',  M'2 

L\  M\ 

o, 


0. 

49.  Sind  Pu  P2,  P3,  P4,  P5  die  fünf  Punkte,  so  kann  man 
zwei  derselben,  z.  B.  Px  und  P2  als  Mittelpunkte  der  erzeugenden 
Büschel  ansehen.  Verbindet  man  Pr  und  P2  mit  jedem  der  übrigen 
Punkte,  so  erhält  man  von  beiden  Büscheln  drei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen.  Durch  diese  sind  (vergl.  Aufl.  12)  die  beiden 
projektivischen  Büschel  selbst,  also  auch  das  Erzeugnis  derselben 
bestimmt. 

50.  Man  kann  durch  zwei  Punkte  Kegelschnitte  legen,  indem 
man  um  diese  als  Mittelpunkte  projektivische  Strahlenbüschel  kon- 
struiert. Die  Parameter  beider  Büschel  müssen  in  diesem  Falle 
im  allgemeinen  dui*ch  eine  Relation  von  der  Form 

fk  +  af  +  bk  +  c  =  0 
miteinander   verknüpft    sein.      Jeder   der   Größen   a,   b,   c   können 
aber   unendlich   viele   Werte    beigelegt   werden.     Demnach   werden 
sich  durch  zwei  Punkte  dreifach  unendlich  viele  Kegelschnitte  legen 


II  •  bei  Hi  einei   Ebene 

.    daß  sonaofa  duroh  drei   Punkte    wei 
endlich    vi.'l-'.    durch    vier    Punkte    einfach    anendlich    viele 
\  ••    werden   können. 

;,1     i  /..   c   die  Strahlen    des   ersten    Büschels    mit 

Lelpunkte  »>,   a,,   &,,   c,    die   entsprechenden    Strahlen    de 
iil    dem    Mittelpunkte  0,,   ferner   A  der  Schnittpunkt    von 
,i  mii<1  -<,.   />'  der  Schnittpunkt   von  b  und  /-, .   C  der  Schnittpunkt 
von   <•    und   c..     Soll   zu   dem    Strahle   d  des   ersten    Büschels   'I»t 
brechende  des  zweiten   gesucht    werden,  so   verlängert   man   BC 
um   Durchschnitt    mit   </  in   <V?  "   ms  /um  Durchschnitt    mit    c, 
in  /•'  und  QR  bis  zum  Durchschnitt    mit   .1 //  in  N.  dann   wird  die 
ndungslinie   von   0,    und   S  der   Strahl    sein,    welcher   d  enl 
spricht.     (Vergl.  den   Satz  des   Pascal.) 

'    Sind      /.',  +  /•//,      ...    L\  +  hL\      0 
die  Gleichungen  der  beiden  ersten   Strahlenbüschel, 

/.,  +  /Xs=  0 
I  Ueichung  des  dritten  und 

af+bk  =  0,    af+ßh  =  0 
,11,.  Paran    I        ■     bungen,    so   ist    die   Gleichung   des    Erzeugnisses 
«hL\  L"2-   ßaL"1L'2=  0; 
also  ebenfalls  ein   Kegelschnitt. 
I     l     Man  erhält 

f-  6  %y  —  yz  —  3  x  —  y  =  0. 
Der   geometrische  Ort    des  Schnittpunktes  entsprechender  Strahlen 
:nnach  eine  Hyperbel. 

2.  Die  Gleichung  ist 

22  <-  +  22y2  —  85z  -  58?/  +  13  =  0. 
Erzeugnis    der    projektivischen    Strahlenbüsche]    ist    demnach 
»•in    Kreis. 

3.  Da-   Erzeugnis  ist   eine   Parabel,  welche  der  Gleichung 
2704      -  4264z;/  +  1681  y* -  1094z -f-  739?/  -  152  =  0 

entspricht. 

I     Di»'  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  in  diesem 
Falle  auf  einer   Ellipse,   deren   Gleichung 

13z2  +  42z,y  +  34i/2  —  5z  —  10 y  -12  =  0 

ist. 
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54   Sind 

y  —  1  -  f{x  —  1)  =  0,   y  —  5  -  k(x  —  4)  =  0 
die    Gleichungen    der    beiden    projektivischen    Strahlenbüschel,    so 
müssen  die  Parameter  f  und  Je  der  Relation 

•21: f-  5f+k  =  0 
genügen.      Man   erhält   durch  Elimination   von  f  und  k  die   Gleich- 
ung des  Erzeugnisses 

2y2—  ±xy+  ly  —  5  =  0. 
Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  demnach  auf 
einer  Hyperbel.  Daraus  folgt:  Gleitet  die  Grundlinie  eines  Drei- 
ecks auf  einer  Geraden  foi't,  während  sich  die  beiden  andern 
Seiten  um  zwei  feste  Punkte  drehen,  so  beschreibt  die  der  Grund- 
linie gegenüberliegende  Spitze  eine  Hyperbel. 

55.  Die  Gleichungen  der  beiden  projektivischen  Strahlenbüschel 
lassen  sich  auf  die  Form 

x  -  1  +  f(y  -  2)  =  0,  x  -  4  +  Jc(y  -  3)  -  0 
bringen,  und  zwar  müssen  die  Parameter  der  Relation 

f—  4*+l  =0 
genügen.    Man  erhält  durch  Elimination  von  f  und  1:  die  Gleichung 

3xy  +  y2-  5x  -  20y  +  35  =  0. 
Das  Erzeugnis  der  Büschel  ist  sonach  eine  Hyperbel. 

56.  Die  Seiten  a   und  b   sind   entsprechende    Strahlen   zweier 
projektivischen  Büschel,  deren  Gleichungen 

y-fx  =  Ö,    y-k{x-c)  =  0 
sind.     Nach  der  »Aufgabe  ist  f=tgß,  1c  =  —  tg  a. 
Das  Erzeugnis  entspricht  den  Gleichungen 
y  =  0,   y2+  2cx—  c2=  0. 
Es  besteht  demnach  aus  der  X-Achse  und  einer  Parabel. 

57.  Zur   Bestimmung    der   Lösung    lassen    sich    zwei    projek- 
tivische  Strahlenbüschel 

y  —  fx  =  0,   y  —  *(*  —  c)  =  0 
verwerten,  deren  Parameter  für  ß  >  a  der  Gleichung 

fktgö  +  f+k-tgö  =  0, 
für  a  >  ß  der  Gleichung 

kftgö  —  *  —  f—  tgd  —  0 


\{\  Projektmache  Strablenbüscbel  in  einer  Ebene 

genttgen     müssen.       Man     erhält     sonach     zwei     geometrische     Orter, 

deren  Gleichungen  Bind: 

|  (T       2//.r  —  if  tg d  —  xc  tg  <J  +  */c  =  0, 
fd    f    '_'//'       //2tgd  —  *ctg<$  —  yc  =  0. 
Di(     Spitze    des    1  »r««ii •(■!<-    bewegt    sich    in  jedem    von    beiden    Füllen 

auf  einer  ByperbeL 

58.  Mit  Hilfe  zweier  projektmschen  Büschel  findet  man  die 
Gleichung   des  geometrischen   Ortes 

//-  +  Qx{x  —  c)  =  0. 
Derselbe  ist  eine  Ellipse. 

;">!•.  Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einer 
Ellipse,  deren  Gleichung 

a2y*  f  <?2*2  =  a2q2 
ist 

60.  Die  Strahlenhüschel,  welche  Ql  und  Q2  zu  Mittelpunkten 
haben,  sind  projektivisch  und  entsprechen  den  Gleichungen 

y  -  f{x  -  2)  -  0,    y  -  fc(a  -  3)  -  0; 
während  die  Parameter  derselben  der  Gleichung 

399A-/"-  290/"-  552£  +  320  =  0 
genügen    müssen.      Daraus   findet  man   die   Gleichung   des   geome- 
trischen  Ortes 

320«8  -  842*1/  +  399?/2-  1600*  +  1974?/  +  1920  =  0. 
Der  Punkt  P  beschreibt  demnach  eine  Hyperbel. 

Gl.  Verbindet  man  die  gegebenen  Berührungspunkte  und  den 
Punkt  (*n  ?/j)  miteinander,  so  bilden  diese  Geraden  mit  den 
gegebenen  Tangenten  drei  Strahlenpaare  von  zwei  projektivischen 
Strahlenbüscheln,  nämlich 

j  y  =  o, 

l  y  +  *  —  5  —  0; 
Nach  Auflösung  12  findet  man  leicht  die  Parametergleichung 
13^  +  9/"=0 
und  mit  Hilfe  dieser  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

13*2-2/a-f  31i/2-  130*-  130«/  +  325  =  0. 
Derselbe  ist  eine  Ellipse. 


y  +  x  —  5  =  o,     j  y  —  2*  +  10  =  0, 
2?/-3*  =  0;         15?/  —  *  —  13  =  0. 


Projektivische  Punktreihen  in  einer  Ebene.  17 

('■!?.  Drei    Strahlenpaare    der    projoktiviscken    Büschel,    deren 
Mittelpunkte  Pj  und  1\  sind,  entsprochen  den  Gleichungen: 


j  y  =  0,  f  ff  —  x  -f  3  —  0,        j  x  -  3  = 

ii/+3a-  —  9  =  0;     {sy+s  — 11— '0;     |  y  —  4a 


Nach  Bestimmung  der  Parametergleichung 
If-  13Ä  —  0 
gelangt  man  zu  dem  Resultate 

39»'-  l%xy  +  8y2-  234^  +  ?/  +  351  =  0. 
Der  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse. 

Projektivische  Punktreihen  in  einer  Ebene 

G3.  Die  Gleichung  der  Punktreihe  ist 

Ax  +  JcA2  -  0, 

in    der  k   eine  Größe  ist,   welcher  jeder  beliebige  reelle  Wert  er- 
teilt werden  kann. 

64.  An  Stelle  der  Linienkoordinaten  w,  v  sind  lineare  Formen 
derselben  Koordinaten  einzuführen.  Die  Form  der  Gleichung  bleibt 
dabei  ungeändert. 

65.  1.   fk  +  nf~\-  1>1-  +  c  =  0;   d.  h.   eine  Gleichung,    die  so- 

wohl  in  Bezug  auf  f  als  auf  k  vom  ersten  Grade  ist. 
2.  af+  lk  =  0. 

66.  Mit  Hilfe  der  Parametergleichung 

fk  +  af+bk  +  c  =  0 
findet  man  leicht,  daß 

fi  ~  h  .  f%~  U  __  h  ~~  h  .  h~  h 

fi  —  fi'fi-  f*     h -  K '  h - K 

ist.     (Vergl.  Aufl.   10.) 

67.  Da  f  =  —  j-,  demnach  Ti  =  ™  ist,  so  ist  die  Gleichung 
des  Punktes  der  zweiten  Reihe 

-  2%u  +  5&  +  1  =0. 

68.  Wird  der  Schnittpunkt  der  Träger  der  ersten  Punktreihe 
zugerechnet,  so  entspricht  ihm  der  Punkt 

Hochheim,  Aufgaben  a.  d.  anal.  Geometrie  III.  B.  2 
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7  j  m  +  6  [v  +  1  —  0 

der  Bweiten   Punktreihe,    wird   er  dagegen  der  zweiten   Punktreihe 
ragerechnet,  so  entspricht   ihm  der  Punkt 

+  8gt>  +  1  =0 
der  ersten   Punktreihe. 

69.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  der  ersten  Punktreihe  ent- 
spricht   der   Punkt  _        . 

A'-  +  h^A'*=° 

der    zweiten,    ferner    dem    unendlich    fernen    ['unkte    der    zweiten 

Punktreihe  der  Punkt 

A,  +  h-\A.  _  0 
a  —  1 

der    ersten    Punktreihe.      Diese    beiden    Punkte    werden    die    den 

Punktreihen  zugehörigen  Gegenpunkte  genannt. 

Beispiel.     Der  Gegenpunkt  in  der  ersten  Punktreihe  ist 

8u  -  43  r+  1  =  0, 
der   in    der   /.weiten 

—  19«—  9«  +  1=0. 

70.  Der  Gegenpunkt  in  der  zweiten  Punktreihe  liegt  in  diesem 
Falle  ebenfalls  in  der  Unendlichkeit.  Die  beiden  Punktreihen 
werden   ähnliche  genannt.      Die  Konstanten  der  Parametergleichung 

/.',•  +af+bk  +  c  =  0 
müssen  in  diesem  Falle  der  Relation 

a  -f-  6  =  c  + 1 

genügen. 

71.  Der  Inhalt  des  Rechtecks  ist 
ab 


Da  der  Ausdruck  f  und  k  nicht  enthält,  so  folgt,  daß  der  Inhalt 
des  Rechtecks  eine  konstante  Größe  ist. 

Nähert  sich  demnach  ein  Punkt  der  einen  Reihe  dem  zuge- 
hörigen Gegenpunkte,  so  muß  sich  der  entsprechende  Punkt  der 
andern  Reihe  von  dem  Gegenpunkte   dieser  letzteren  entfernen. 

72.  Sind  Al1  A2  zwei  Punkte  der  ersten  Punktreihe,  A\,  A'.2 
die  entsprechenden  der  zweiten,  so  ist 
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1  2~      (l+tiii+ti 


Da  nun  die  Parametergleichung  f  —  k  =  0  ist,  so  folgt 


AtA2       VifH-n.Y  +(&8-&1)s 


A\A\       1/(a'2_a'i)2+(6r2_^)2 

Das  Verhältnis  der  Abschnitte  zwischen  entsprechenden  Punkten 
der  beiden  Punktreihen  hat  demnach  einen  konstanten  Wert. 

73.  Sind  /*j  und  f2  die  Parameter  zweier  Punkte  der  ersten 
Punktreihe,  deren  Abstand  gleich  dem  zwischen  den  entsprechenden 
Punkten  der  zweiten  Reihe  ist,  so  müssen  sie  der  Relation 

o(ar,  +  br%)  f%ft  +  ab(ra  -  r,)  (ft  +  Q  +  l(r2a  +  rj)  =  0, 
in  der 

sind,  genügen.  Da  die  Gleichung  bei  einer  Vertauschung  von  f\ 
und  f.,  unverändert  bleibt,  so  wird  sich  zu  jedem  Punkte  der 
ersten  Reihe  stets  ein  einziger  Punkt  derselben  Reihe  finden  lassen, 
der  der  Anforderung  entsprirliT. 

74.  Da  /\  =  2  ist,  so  wird  ft=  —  ^-,  /,,  =  1,  7.\>  =  —  —  sein. 
Die  Gleichungen  der  gesuchten  Punkte  sind  demnach: 

(P2)-ltt-  2v  +  1  =0, 
(ft)  5«  +  5r  +  1  =  0,    (<?,)  -  J«  +  1  =  0; 
und  es  ist  Pipi==QiQi=8i/3 

75.  Betrachten  wir 

bu  -f  2»  +  1  +  /V?/  +  6«  +  l)  =  0, 
2t*  —  lt>  +  1  -f  fc(4«  -  3«  +  l)  =  0 

als  die  Gleichungen  der  Punktreihen,  so  ist  die  Parametergleichung 

5f-  U  =0. 
Dem  Punkte   Px   entspricht  der  Punkt 

3^«   -  -,-..'•  +  1  =0. 
Der  Gegenpunkt   der  ei-sten   Punktreihe  ist 
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.  .  2fi-4r    I    I        0, 

der  der  zweiten 

In  —  6«  +  l       0. 

Tr>    In  dem  Schnittpunkte,  dessen  Gleichung 
•_>  h   I   3t>  +  1  —  0 
i^t,  fallen  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen. 

77  Ai  +  f4i—  0,     A,  +  IA\,  -  0. 


78 


a       a2—  al 


b,-b\ 


b       a'.,  -  0|        &'a  —  &j 
7!*.  Zur    Bestimmung   des    Punktes,    in    welchem    der   Strahl 

dm    Träger    «Irr    ersten    l'unktreihe    schneiden    muß,    liilit    sich    die 
Gleichung 

»1+76,    b\-   "bV 

a,+  fa2    a\—  -a\f  a3 

i  +  r     i-lf 

benutzen.     Da   diese   in  Bezug   auf  f  vom   zweiten    Grade    ist,    so 

werden    sich    im    allgemeinen    durch    den    gegebenen    Punkt    zwei 

Strahlen   Ic^en  lassen,  welche  die  Träger  in  entsprechenden  Punkten 

schneiden. 

Beispiel.     Von  dem  gegebenen  Punkte  lassen  sich  die  beiden 

Strahlen 

Zy  -  x  —  10  =  0, 

34?/  -  15x  —  116  =  0 
ziehen,  welche  die  erste  Punktreihe  in  den  Punkten 

4«  +  4fr  +1=0,     4{m  +  5f  v  +  1  =  0, 
die  zweite  in  den  Punkten 

5«  +  5v  +  1  =  0,     7m  +  6\v  +  1  =  0 

schneiden. 

80.  Die   Verbindungslinien    bilden    ein   Büschel,    welches    der 
Gleichung  .,  ,  , 


y  — 


-  *  (*  -  fl*g  +  ^)  =  o 

\  a  -\-  b     / 


a  -{-  b  \"  a  +  b 

entspricht.     Die  beiden  Punktreihen  befinden  sich  in  perspektivischer 
Lage.     Das  Büschel  ist  zu  jeder  der  Punktreihen  projektivisch. 
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81.  Die  Relation  maß  in  Beziig  auf  jede  der  Größen  /"und  /.' 
vom   ersten  Grade  sein  und  demnach  die  Form 

ufk  +  bf  +  ck  -f  d=*Ü 
besitzen. 

82.  Liegt  der  Punkt,  dessen  Parameter  h\  ist,  auf  dem  ihm 
entsprechenden  Strahle,  welcher  durch  den  Parameter  /',  bestimmt 
ist,  so  muß  die  Gleichung 

^M? (7-' +  /;  ^  +  \++t(M'  +  f> **  +  »«  +  «*-• 

eine   identische   sein.     Diese  Relation    nimmt   nach  einer  einfachen 
Umwandlung  die  Gestalt 

(  /  gOa  +  M&  +  Nt)  /jfc,  +  (Xgo,  +  M2bx  +N2)f\+  (Lxa2  +  Mtba  +Nl)k1 

an.      Setzt  man  an  Stelle  von  /.'.  den  Ausdruck »  so  wird 

aft  +  c 

diese  Gleichung  in  Bezug  auf  /",   vom  zweiten  Grade  sein.     Daraus 

folgt:  Befinden  sich  ein  Strahlenbüschel  und  eine  ihm  projektivische 

Punktreihe  in  schiefer  Lage,  so  besitzt  das  Büschel  zwei  Strahlen, 

welche  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen. 

83.  1.   Aus  der  vorhergehenden  Lösung  folgt,  daß 
ka  -  L.,a.,  +  MJ,,  +  N2,  kb  —  L2ax  -f  M.,b{  +  N2, 
lc  =  Lt o2  +  Mtbs  +  Nu  \d  —  i, a,  -f  J»^ ^  +  2V, 

ist,  wenn  A  eine  beliebige  Konstante  bedeutet. 
2.  Da  in  diesem  Falle 
]..,«.,  -f  af262  +  N2=  0  und  1/!%+  af^,  +  Nx=0 
ist,  so  lautet  die  Parametergleichung 

bf+  ck  =  0. 

84.  Man  zieht  die  Gerade  AYA%^  nimmt  auf  derselben  zwei 
Punkte  I\  und  P2  an  und  verbindet  Px  mit  Bx  und  C',,  dagegen 
P2  mit  2?a  und  C2.  Auf  diese  Weise  erhält  man  drei  Strahlen- 
paare von  projektivischen  Strahlenbüscheln,  die  sich  in  perspek- 
tivischer Lage  befinden,  so  daß  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  auf  einer  Geraden  g  liegen.  Verbindet  man  den  Schnitt- 
punkt des  Strahles  PXDX  und  der  Geraden  g  mit  dem  Punkte  P2, 
so  wird  diese  Verbindungslinie  den  Träger  der  zweiten  Punktreihe 
in  dem  gesuchten  Punkte  D2  durchschneiden. 
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I      möge    der  Btrahl    ",    von   den   Strahlen   0|,  o9,  c,  in 
den   Punkten   4n  B,,  Oj,   dagegen   der   Strahl   o,    von   /»n  c,    and 

(/,    in  /.'..  r.  nnd   /'..  geaohnitten    werden,   dann  sind  .1,   und  yl,, 

/.',  nn.l  />.. ,  <\  und  ('.,  Punkt  paare  von  prnjektivischen  Punkt 
reihen  in  perspektivischer  Lage.  Wir  bezeichnen  den  Schnittpunkt 
von  /•',/>'  und  C^Cj  mit  /'...  Verbinden  wir  nun  P„  mit  D8,  so 
Bohneidel  diese  Gerade  den  Btrahl  <v,  in  einem  Punkte  J>n  welcher 
auf  dem  gesuchten  Strahle  <i,  liegen  maß  und  demnach  mit  I'., 
die   Hiebt  ung  desselhen  bestimmt. 

86.  Man  zieht  zunächst  die  Gerade  l'\A.,  und  durch  ]>.,  eine 
Parallele  zu  gu  welche  F1Ai  in  /.  schneidet,  dann  trifft  BlL  den 
Träger  n .  in  dem  Gegenpunkte  der  Punkt  reihe  auf  dieser  Geraden. 
Zieht  man  dagegen  durch  7>,  eine  Parallele  zu  fj2,  welche  7'', vi., 
in  DI  schneidet,  und  vei'bindet  B2  mit  iW,  so  schneidet  die  Ver- 
längerung dieser  Geraden  g{  in  dem  andern  Gegenpunkte. 

87.  Setzt  man 

^-•(4  +  rJ,),     ^.-«(^ +  *-*,), 

so  erhält  man  als  Gleichung  der  zweiten  Punktreihe 

Beispiel.     Die  Gleichung  der  zweiten  Punktreihe  ist 

J    QJ. 

5m  +  3»  +  1  +  3(1       4/i,  (9m  +  2»  +  1)  =  0. 

88.  Gehört  der  gegebene  Punkt  der  erston  Punktreihe  an,  so 
entspricht  ihm  in  der  zweiten  der  Punkt 

wird  er  dagegen  der  zweiten  Punktreihe  zugerechnet,  so  entspricht 
ihm  in   der  ersten   der  Punkt 

-  ÖjJjM  +  gtf-f  1  =0. 

89.  Der  ersten  Punktreihe  gehört  der  Gegenpunkt 

11«  +  6»  +  1  —  0, 
der  zweiten  dagegen   der  Gegenpunkt 

14«  +  9t>+  1  =0 

an. 
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90.  1.  Man  verbindet  einen  beliebigen  Punkt  P,  welcher  außer- 
halb des  Trägers  liegt,  mit  den  Punkten  der  ersten  Reihe 
A,  P,  C,  D  . . .  und  legt  durch  das  so  erhaltene  Büschel  eine  Gerade  #, 
welche  der  Strahl  PA  in  A2,  PB  in  B8,  PC  in  C2,  PI)  in  J)2 . . . 
schneidet.  Zieht  man  nun  von  Ax  aus  die  Strahlen  AlA2^  -4jP2, 
AtC2i  AtD2,  ferner  von  A2  aus  die  Strahlen  A2Pl:  A2CU  so  muß 
die  Gerade  <7n  welche  den  Schnittpunkt  von  AtB2  und  A2Bl  und 
den  von  AXC2  und  A2CX  verbindet,  den  Strahl  AtD2  in  einem 
Punkte  Q  schneiden,  welcher  mit  A2  und  dem  gesuchten  Punkte  Dx 
in  einer  geraden  Linie  liegt. 

2.  Zieht  man  durch  A2  eine  Parallele  zu  dem  Träger  der 
konjekti vischen  Punktreihen,  so  schneidet  diese  die  Gerade  gx  in 
einem  Punkte  P,  so  daß  A2B  den  Träger  in  dem  Gegenpunkte 
trifft,  welcher  der  zweiten  Punktreihe  angehört.  Den  Gegenpunkt, 
welcher  ein  Glied  der  ersten  Punktreihe  ist,  kann  man  durch  eine 
entsprechende  Konstruktion  ermitteln. 

91.  Die  Gleichung  der  zweiten  Punktreihe  läßt  sich  nach 
Aufl.  87  in  die  Form 

,   •  l        s  4-  qk      £ 

bringen.  ■    * 

Sollen  nun  beide  Punktreihen  in  demselben  Sinne  verlaufen, 
so  müssen  die  beiden  Produkte 

und  fc-/Ö(Ä-/Ö(Ä-/i) 

(rs+p<il\  rs+pqk2\frs+pqk2  rs+p</ks\(rs+pqk3  rs+pqkA 
\  s  +  </L\  s  +  qk2  J\s  +  qk2  s  +  qhg  )  V  s  +  qk3  s  +  qkt  ) 
gleiche  Vorzeichen  besitzen.  Mit  Hilfe  der  Relation  af  -f-  bk  =  0 
kann  man  dem  zweiten  Produkte  die  Gestalt 

(f }\2S  (r  -  y)f  (/i  -  Q  [f%  -  Q  fc  -  0 

erteilen.     Durch  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  gelangt  man 

demnach  zu  folgendem  Resultate:  Besitzt  der  Ausdruck      qs(r  —  p) 

einen  positiven  Wert,  so  haben  die  beiden  Punktreihen  einen 
gleichstimmigen  Verlauf,  besitzt  dagegen  der  Ausdruck  einen  nega- 
tiven  Wert,    so    sind   die   Punktreihen    entgegengesetzt  verlaufend. 
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92    I     Es  ist      '/-•(»'      /')  i    die    beiden   Punktreihen   vei 

laufen  also  gleJohsfammig. 

•J    I »;i      '/•','('" —  p)  -  iBt,  so  sind  «li«'  beiden  Punktreihen 

entgegengesetzt   verlaufend. 

!'.">.   Bringi    man  die  Gleichung  <lrr  zweiten  Punktreihe  auf  die 

Form  ,.  c  _i_  ,,    /. 

8  -f  qk 
so    ersteh!    man,    daß    zwei    rui^u-ecbende  Punkte   zusammenfallen, 

wenn  brs-apgf 

bs  —  a<if 

ist.      Entwickelt  man  diese  Gleichung  nach  /',  so  ergiebt  sich: 


ap<l  +  bs  +  V(apq  —  bs)2  —  £abqs(r  —  p) 
2aq 
Unter    Berücksichtigung    der   Aufl.   91    gelangt    man    demnach    zu 
folgendem  Resultate: 

Zwei  konjektivische  entgegengesetzt  verlaufende  Punktreihen 
besitzen  st.'ts  zwei  reelle  getrennt  liegende  Doppelpunkte.  Zwei 
konjektivische  gleichstimmig  verlaufende  Punktreihen  haben  eben- 
falls zwei  Doppelpunkte,  doch  sind  dieselben  reell  und  liegen  ge- 
trennt oder  fallen  zusammen,  wenn 

(apq  —  bs)2^>  ±abqs(r  —  p) 
ist;   sie  sind  dagegen  imaginär,  wenn 

(apq  —  bs)2 <  ±abqs(r  —  p) 

94.  1.  Die  beiden  Punktreihen  sind  entgegengesetzt  verlaufend 
und  besitzen  die  beiden  reellen  Doppelpunkte 

Im  -  iv  +  1  +  H  ±X)1  S~~  (6t*  +  lv  +  1)  =  0. 

2.  Die  beiden  Punktreihen  sind  gleichstimmig  verlaufend  und 
besitzen  zwei  imaginäre  Doppelpunkte,  nämlich: 

lu  +  3i;  +  1  +  (13  ±*  Vl1)  (5u  -  2v  +  1)  -  0. 
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95.  Sind  Ay  =  0,  At  =  0  die  Gleichungen  der  Doppelpunkte, 
so  sind  die  Gleichungen  der  konjektivischen  Punktreihen 

A^  +  fAt^Q,     At+afAi^O. 

96.  1.   Zu   der  ersten   l'unktreihe  gehört  der  Gegenpunkt 

aAY—  A2  =  0, 
/.u  der  /.weiten  dagegen  der  Gegenpunkt 

A+  —  aA.,  —  0.      (Vergl.  Aufl.   95.) 

2.  Der  Halbierungspunkt  der  Strecke  zwischen  den  Gegen- 
punkten halbiert  auch  den  Abstand  zwischen  den  Doppelpunkten. 
Das  Resultat  läßt  sich  leicht  mit  Hilfe  der  vorher  entwickelten 
Gleichungen  ableiten. 

97.  Man  bestimmt  zunächst  nach  Aufl.  90  die  Gegenpunkte 
Jx  und  J2  der  beiden  konjektivischen  Punktreihen  und  durch  eine 
bekannte  Konstruktion  die  mittlere  geometrische  Proportionale  q 
/.wischen  den  Strecken  JXAX  und  J.2A2.  Sodann  beschreibt  man 
über  der  Strecke  JyJ,  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  und  zieht 
zu  dem  Träger  in  der  Entfernung  q  eine  Parallele,  welche  den 
Halbkreis  in  ~LX  und  L.,  schneiden  möge.  Fällt  man  von  Lx  und 
L2  Lote  auf  den  Träger  der  beiden  Punktreihen,  so  sind  die  Fuß- 
punkte die  gesuchten  Doppelpunkte. 

98.  Da    die    Gleichungen    der    beiden    Punktreihen    sich    stets 

auf  die  Form  .  „  j        „ 

Al  +  fA2  =  0,     Ay  +  afA^O 

bringen  lassen,  wenn  Ax  =  0,  A2  =  0  die  Gleichungen  der  Doppel- 
punkte sind,  so  ist  das  Doppelverhältnis  gleich  -•      Dasselbe    hat 

a 

demnach  einen  konstanten  Wert. 

99.  Ax  +  fA,  =  0,     Al-  fAs  =  0. 
Die  beiden  Punktreihen  befinden  sich  in  Involution. 

100.  Die  Gegenpunkte  der  beiden  Punktreihen  fallen  zusammen, 
die  Punktreihen  selbst  befinden  sich  also  in  Involution. 

101.  Man  erhält  die  Gleichungen  der  beiden  gesuchten  Punkte, 
wenn  man  in 

Oyii  +  bxv  -+-  1  -}-  f(a2u  -+-  b2v  +  l)  =  0 

für  f  die  Werte 
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±V:: 


«i)  +  (Pt    hd  (&«    &i) 

>((!,        VI    1':;        \)(Pt        '',) 


einsetzt. 

BeispieL  2w  +  3«  +  1  ±  2|/j(3«  +  8t»  +  1)  .    0. 

1i>l\   Die  Gleichung  des  Erzeugnisses  ist 

J,  .A\  -a.At.A!%-  b.A\.A2+c.A.,.A'.,  =  Q. 
Da  dieselbe  in   Bezog  auf  die  Linienkoordinaten  n,  r  vom  zwoiton 
Grade    ist,    bo    entspricht    ihr    im    allgemeinen    ein    Kegelschnitt. 

I.    II.  ti    ||,   Äiu%.   und   Aufl.  584.) 

In.").  Die  beiden  Träger  der  Punktreihen  sind  selbst  Tangonton 
des  Erzeugnisses,  und  zwar  sind  diejenigen  Punkte,  welche  dem 
Schnittpunk.lt'  de]-  Trügt-r  entsprechen,  dio  Berührungspunkte. 

UM.  Hin  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  seiner  Tangenten  voll- 
ständig bestimmt.  Denn  jo  zwei  der  Tangenten  werden  von  den 
drei  übrigen  in  drei  Punktpaaren  geschnitten,  durch  welche  sich 
zwei  prujt'ktivischo  Punktreihen,  deren  Erzeugnis  der  Kegelschnitt 
ist,  leicht  finden  lassen.     (Vergl.  Aufg.  und  Aufl.   75.) 

105.  Die  Gleichungen  der  Punktreihen  lassen  sich  in  diesem 
Falle  in  die  Form 

A,  +  fA2  =0,     AY  +  fe^'a  =  0 

bringen,  während  die  Parametergleichung  übergeht  in  af  -\-  bk  =  0. 
Durch  Elimination  von  f  und  k  erhält  man  demnach 

At  =  0,     aÄ2+bA2=0. 
Daraus   folgt:    Das  Erzeugnis   der  beiden  Punktreihen   besteht  aus 
zwei  Punkten,   von   denen   der   erste   der  Schnittpunkt   der  boiden 
Träger  ist. 

106.  Es  handelt  sich  hier  nur  um  dio  Bestimmung  der  Lage 
desjenigen  Punktes,  welcher  nicht  mit  dem  Schnittpunkte  der 
Träger  zusammenfällt.  Zu  diesem  Zwecke  sucht  man  zunächst  die 
Gegenpunkte  und  zieht  durch  dieselben  Parallelen  zu  den  Trägern. 
Der   Schnittpunkt    der   beiden   Parallelen   ist   der   gesuchte   Punkt. 

U»7.  Der  Punkt  außerhalb  der  Träger  beschreibt  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  der  Gegenpunkt  ist,  welcher  auf  dem  ruhenden 
Träger  hegt. 

108.  Sind  die  Gleichungen  der  Punktreihen: 

a^i  +  l),»  +  l+  f(a,u  +  b2v  +  1)  —  0, 
a\u  +  b\v  +  1  +  k(a'2u  +  b\v  +  l)  =  0, 
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in  denen  die  Fundamental  punkte  sich  paarweise  entsprechen,  so 
ist  die  Parametergleichung  f  —  h  =>  0  und  demnach  die  des  Er- 
zeugnisses : 

(axu+bxv+  !)(«>+  b\v  +  l)  -  (a\u  +  &>+  1)(o2m+&2«+  *)  -  ° 
oder  Ax  ic  +  2  Bxuv  +  C,  t'2  +  2  Di  w  +  2  JE^  v  —  0, 

w0       Ax  =  at  a'a  -  a\  a2 ,    2  J^  —  ax  b'2  -  a2  b\  +  a'a  ^  -  a\  &s, 
Cx  =  bxl\-l\\,  2Z)1  =  a1-a'1-(«2-a'2),  2  tf^-^- (&,-&'*) 
sind.     Da  die  alleinstehende  Konstante  gleich  Null  ist,  so  ist  das 
Erzeugnis  eine  Parabel,  vorausgesetzt  daß 

A  Bx  Bx 

Bx  Cx    Ex     ^0 

Dx  Ex   0 

ist.     (Vergl.  Heft  II,  Aufl.  584.) 

109.  Sind 

axu  -\-  bxv  -\- 1  -f  f{a2u  +  \°  +  1)  =  0, 
a\u  +  b\  v  +  1  +  fc(»'2M  +  &Vy  +  1)  =  0 
die  Gleichungen  der  Punktreihen,  ist  ferner 

af+blc  =  0 
die  Parametergleichung,   so   kann   die   in  der  Aufgabe  angegebene 
Lage  der  Punkte  nur  dann  stattfinden,  wenn 

A  Bx  Dx 

Fx     Bx  Cx  Ex     >  0 

Bx  Ex  Fx 
ist,  vorausgesetzt  daß 

Ax  =  aaxa'2  -f  ba2a'x,  2Bt  =  a(a'2bx  +  ctxb'2)  -f  b(a2b\  -\-  a\b2\ 
Cv^abx  b'2  +  bb2  &', ,    2^=0  (o'2  +  ax)  +  b  (a2  +  a'O, 
2 A\  =  a(6'2  +  &x)  +  b{b2  +  6't),  F,  =  a  +  &• 

Da   sich   nun   bei  Elimination   von   f  und   h   aus  den  Gleichungen 
der  Punktreihen  und  der  Parametergleichung  die  Relation 
Ali<?+  2Btuv  +  Cxv*+  2Btu  +  2Exv  +  Fx  =  0 
ergiebt,   so   folgt,   daß   in   diesem  Falle  das  Erzeugnis  der  beiden 
Punktreihen  eine  Ellipse  ist.    (Vergl.  Heft  II,  Aufg.  und  Aufl.  584.) 

110.  Haben    die  Gleichungen   der  Punktreihen  und  die  Para- 
metergleichung  dieselbe  Form    wie   in   der  Aufl.   109    und  werden 
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dieselben    Bezeichnungen    rar    Abkürzung   benutzt,   so   wird   die   in 
der  Aufgabe  angegebene  Lage  der  Punkte  nur  dann  eintreten,  wenn 


>', 


1,    B,    Di 


B,   <"■ 

I>    E, 


<0 


ist.     I 'a   die  Gleichung   des  Erzeugnisses  der  Punktreihen,    welche 
man  durch  Elimination  der  Parameter  /'  and  k  gewinnt,  die  Form 

. I ,  /r  +  2  /.',  uv  +  ( ',  >-  -|-  2  Dj  u    |    2  /•>',  v  +  P,  =  0 
besitzt,  bo  folgt,  daß  die  Enveloppe  der  Strahlen,  von  denen  jeder 
rwei    entsprechende    Punkte   der  Reihen    verbindet,    eine    Byperbel 
ist     (VergL  lieft    II,  Aufg.  and  Aufl.  .084.) 

111.    Die    Gleichungen     der    1  'unkt reihen     lassen    sich    in    die 

A1  +  fAi=0,    4  +  Ä4.-0 
bringen,  wenn  die  Parameter  /'  und  k  der  Gleichung 

af+  fc  +  1  —  0 
genügen.      Man  erhält  demnach  als  Gleichung  des  Erzeugnisses 

aAxA\-\-  J,A,  -  A2A'2  =  0. 
I>as  Strahlensysteni   wird   von   einer  Hyperbel   eingehüllt,  und  zwar 
ist    d.r  Träger  der  Punktreihe,  deren  Gegenpunkt  im  Schnittpunkte 
liegt,   eine    Asymptote  der  Kurve. 

L12.  Es  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe 
A1A'u+AtA9~.AwAlll>mOi 

dieselbe   ist  ebenfalls  eine  Hyperbel;   die  Träger  der  beiden  Punkt- 
reihen sind  Asymptoten  derselben. 

113.  Die  Bedingungsgleichungen  sind: 


wenn 


Ex   Fx 


=  0, 


Dx  +  Ex       Fx 
At-C1  Dx-Ex 


0, 


Ax  =  a ax a'2  +  ba2a\,     2 Bt  =  a (a'2 6t  +  a{ b'2)  +  6 (a2 b\  -f  <Jt 62), 
C\  =  ahxb\  +  bb2b\,     2DX  =  a(a'2  +  ax)  +  b(a2  +  a\), 

2EX=  a(b'2  +  bx)  +  6(6,  +  6',),   Fx  =  a  +  6 

ist.     (Vergl.  Heft  I,   Aufg.  und  Aufl.  384  b.) 

114.1.  8m2+  2uv  —  8v2—  u  -  6v  —  1  —  0; 

das  Erzeugnis  ist  eine  Ellipse. 
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2.  Die  Verbindungslinien   entsprechender  Punkte   werden   von 
der  Parabel        9w2_  ±luv  _  i2v*+u  -  10»  =  0 
eingehüllt, 

3.  19m2-  3m»  —  3»2  +  6m  —  4*>  +  1  =  0. 

Das  Erzeugnis  ist  eine  Hyperbel;  die  Träger  der  Punktreihen  sind 
die  Asymptoten  der  Kurve. 

4.  Die  Punktreihen  befinden  sich  in  perspektivischer  Lage; 
das  Erzeugnis  derselben  besteht  aus  den  beiden  Punkten 

3m  +  4»  +1=0,    —  ^m  —  1»  +  1  =  0. 

115.  Man  findet  leicht  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der 
projekti vischen  Punktreihen,  welche  auf  den  beiden  gegebenen 
Geraden  entstehen,  nämlich: - 

f  10m  +  5»  +  1=0,        f  20m  +  10t'  +  1  =0, 
1  3|m  +  10»  +  1  =  0;     l  10m  +  30t?  +  1=0; 

20(1  — tg<p)       ,    10(1  —  tg<p) 

— i e-^M  H i ?-¥lv  +  1=0, 

l-2tg<p  l-2tg(p       T 

10(1 +  tgy)  30(1+  tg  *V  _ 

l  +  3tg<p        T     l+3tg9>       ~ 
Sind  demnach  die  Gleichungen  der  projekti  vischen  Punktreihen: 
10m  +  5  v  +  1  +  f(20u  +  10»  +  1)  =  0, 
3|m  +  10»  +  1  +  Je(lQu  +  30»  +  1)  =  0, 
so    ist   die   Parametergleichung    2f-\-3k  =  0.      Aus    diesen    Rela- 
tionen ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe 

80m2  +  280m»  +  120»2  +  22m  +  26»  +  1  =  0. 
Dieselbe  ist  eine  Ellipse. 

116.  Die  Enveloppe   ist   eine  Parabel,   welche   der  Gleichung 

3w2  -  3mt  —  3»2  —  2m  +  »  =  0 
entspricht. 

117.  Die  zu  den  Strahlen  des  Büschels  gezogenen  Parallelen 
werden  von  der  Parabel 

27m2  +  32m»  +  6»2+  5m  =  0 
eingehüllt. 

118.  Die  auf  die  Strahlen  des  Büschels  gelallten  Lote  werden 
von  der  Parabel 


p  q 

1 

f  o 

1 

|  0   k 

1 

\\o  ProjektiviBohe  Punktreihen  in  einer  Bbcne, 

4ttf—  21«»«  -  28 1>8  —  5v  — 0 
eingehüllt,     In  weloher  lleziebung  stobt  der  Träger  der  Punktreihe 
ii  der  Parabel? 

111».  Dir   Enveloppe   ist    eine  Parabol,   welche   diu-  Gleichung 
u*ab  tg (p  +  r-a h  lg  y  +  « (a  +  6  tg  <p)  —  t'(b  —  a  tg  qp)  =  0 
entspricht 

120.  Betrachten  wir  <jx  und  r/2  als  Koordinatenachsen,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Punktreihen  auf  denselben 

(/  +  a)«  +  1=0,    (Je  -f  &>  +  1=0, 
wäbrond    die    Parameter  /'  und  Ä:   der    Relation 


<) 


genügen    müssen,    vorausgesetzt    daß    pt    q    die    Koordinaten    des 

l.sl. Mi   Punktes  P  sind.     Durch  Elimination   von   f  und   k    gelangt 

man  zu  der  Gleichung  der  Enveloppe 

{ab  +  aq  +  bp)uv  +  («  +  p)w  +  (fr  +  g)«?  + 1  =  0. 

„.      „      .        .        |  Ellipse 
Dieselbe   ist  eine    {  ■>  wenn 

l  Hyperbel 

ist  pq(ab  +  aq.  +  bp)  ^  0 

121.  Betrachten  wir  die  beiden  ersten  Geraden 

y  •+  x  —  6  —  0,     y  —  2  je  +  8  =  0 
als   Träger   projektivischer    Punktreihen,    so    sind    die    Punkte,    in 
denen    diese    von    den    drei    übrigen    Geraden    geschnitten    werden, 
drei  Punktpaare  der  Reihen,  nämlich: 

I1m  +  5^  +  1=0,     f  5tt  +  l*>  +  l  =0,     j4*t+2i>  +  l=0, 
t  3«  -  2v  + 1  =  0,     1  Gu  +  4y  +  1  —  0,     l  5m  +  2«  +  1  =  0. 

Mit  HUfe  derselben  erhält  man  leicht  die  Gleichung 

33m2-  89mü  -  46t>2  +  10m  -  21  v  +  1  =  0. 

Der  gesuchte  Kegelschnitt  ist  demnach  eine  Hyperbel. 

122.  Nehmen  wir  an,  daß  die  Geraden 

y  —  2*  +  8  =  0,     y  +  x  —  1  —  0 
die  Träger  zweier  projekti vischen  Punktreihen  seien,  so  finden  wir 
leicht  als  Gleichungen  der  Reihen 
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5m  +  2v  +  1  +  f(lu  +  6r  +  l)  =  0, 
2m  —  lv  +  1  +  fc(4t«  -  3t>  +  1)  —  0, 
und  als  Parametergleichung 

5/-_  3&  =  0. 

Demnach  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  Kegelschnittes 
58t«8-  50m»—  12»2  +  18m—  20»+  2  =  0; 
derselbe  ist  eine  Hyperbel. 


ist: 


Gebilde  zweiter  Ordnung. 

123.  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  des  Erzeugnisses 


N,  +  fN2     Ml  +  fM2 
N\+fN'2  M\+fM\ 


u  + 


Lt  +  fL2     N,  +  fN2 
L\  +  fL'2  N\+fN>2 

Mt  +  fM2 


oder  nach  Potenzen  von  f  entwickelt: 

{  (M'2N2  -  M2N'2)u  +  (L2N'2  -  L'2N2)v  -  (L2M'2  -  L'2M2)  }  f 

+{[(*'1y1-ji^1)+(*yr,-Ä^ 

-  [{LtM'2  -  L\M2)  +  (L2M\  -  L'.M,)] )  f 

+  (a^Jv,  -  iW>  +  (A-tf',  -  /A^)y  -  (l1m\  -  z/xjq)  =  o. 

Erteilt   man    dem   Parameter  /"  alle   möglichen   reellen  Werte,    so 

erhält  man  die  Gleichungen  aller  Punkte  des  Kegelschnittes.     Der 

gefundenen  Gleichung  entspricht  demnach  eine  Punktreihe  zweiter 

Ordnung. 

5-10/"-/2      ,    -2  +  l%f-f* 


Beispiel. 


1+f+f 


8-M  + 


1+f+P 


»  +  1=0, 


oder 
(Im  +  Iw—  l)f2+  (10m  -18»  — 1)/"—  (5m—  2?; +  7)  =  0. 

124.  Aus  der  vorhergehenden  Lösung  folgt,  daß  eine  Punkt- 
reihe zweiter  Ordnung  einer  Gleichung  von  der  Form 

entspricht,  wenn 

Ay  =  aQu  +  b0r  +  r0,  Al  =  a,M  +  blv  +  fn  .Ag  =  a2M  +  62»  +  c.,. 
Die  Punktreihe  zweiter  Ordnung  ist  demnach  durch  drei  Punkte 
bestimmt,   von   denen   zwei,   in   diesem  Falle  .40=0,  A,  =  0,    zu 


( («bilde  iweiter  <  Ordnung. 

der  Eteihe  gehören;  denn  die  vorstehende  Gleichung  gehl  für/       <> 
i»,  im   /  .     zz    in  A.      ii  üImt.     I>ic  Verbind Hilfslinie  der 
beiden  Punkt. •  .-10--0,  A*  =  0  isi   die  Polare  des  Punktes  .'1,       0 
[glich  des  Trägers  der  Punktreihe.     Die  Koordinaten  eines  be 
liebigen   Punktes  der  Reihe  Bind: 

I    Cif+Cif*        ■"        Cz+Cj+Cj' 

125.  Die  Gleichung  der  Punktreihe  ist 

3«  +  5c  +  1  +  (1«  +  1ü  +  1)/  +  (,2k  -  1/-  +  l)/*-  0; 
für  /'  ■■  2  gehl   dieselbe  über  in 

l±u  +  » «,  + 1  —  0. 

L26.    Die  Punkte  der  Reihe  zweiter  Ordnung  liegen   auf  einer 
Ellipse,  deren  Gleichung  ist. 

'.'./-  +  1 5a y  +  7 tr/2  -  69a-  —  56?/  +  130  —  0. 

127.   Die  Gleichung  des  Trägers  ist 

7./-  -  2xy  +  4y2  -  6a;  +  Gy  —  9  =  0. 

Derselbe   isi   demnach  eine  Ellipse. 

ll)s.   Der  Trüger   füllt   mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
sammen, Avenn  der  Ausdruck 

für  jeden  Wert  von  f  verschwindet. 

129.  Erteilen  wir  der  gesuchten  Relation  die  Form 

a,u  +  \v  +  l  +  (««  +  ßv  +  y)f+  (a,u  f  b2v  +  l)/*2  =  0, 
so  lassen  sich  folgende  sechs  Gleichungen  aufstellen: 

1 ",     «0  +/i(«  -  «4^)  +  f22K  -«*)  -  0,  (0l-  \)  +  f,(ß  -  &4y)  +  tffc  -  64)  =  0, 

Nach  Elimination  der  Größen  /",,  /"2,  f3  ergeben  sich  demnach 
drei  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  ff,  ß,  y 
ausreichen. 

130.  Auf  Grund   der   vorhergehenden  Lösung  lassen  sich  die 
Gleichungen 
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(A\a  +  B\ß  +  C\y)  {A\a  +  B'2ß  +  C'2y)  =  V, 
(A\*  +  #'iP  +  C\V)  (A\a  +  #',0  +  C",y)  -  A'22, 

(A"\a+B"\ß  +  C'V)  (,4'V  +  7?/r2|S  -I-  C'V)  =  ^V 


sich: 


entwickeln,  deren  Resultante  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 

131.  Bezeichnet  man  die  den  beiden  Punkten  entsprechenden 
Parameter  mit  fx   und  /2,  so  erhält  man: 

\-\  +fe+  /:■ )  I &* ^ '  +  ££&-&») 

p  _  «o  -  «i  +  fc  +  /g)  K  -  a2)  +  A  /g  fa  -  ag) 

a,&0 -  a0bt  +  (/;  +  /g)  Og&o -  ao&2)  +  fif*(a>ih\  ~  a\ bs) 

132.  Ist  /"j  der  Parameter  des  Berührungspunktes,  so  ergiebt 
&,  -b0  +  2/Jfo,  -  bj  +  tffa-bj 

133.  Die  Bedingungsgleichung  ist 

Jä'18-4A'0>1'2=0, 

wenn  vl'0,   A'j,  J.'2  die  Werte   sind,   welche    die   Koeffizienten  bei 
Einsetzung  der  Koordinaten  u\  v    annehmen. 

134.  Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  J\  welcher  eben- 
falls d(-r  Punktreihe  zweiter  Ordnung  angehört,  mit  den  Punkten 
A,  i?,  C,  7>,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  FA, 
FB,  FC,  FD  gleich  dem  der  vier  gegebenen  Punkte.  Es  sei  die 
Gleichung  der  Punktreihe 

a,u  +  btv  +  1  +  (ogti  +  b2r  +  l)f  +  (asti  +  \v  +  l)f  -  0, 
ferner  /^  f2,  ;3,  /'4,  /*5  die  Pai-ameter  der  Punkte  A,  B,  C,  D, 
-/*',  dann  ist  die  Gleichung  des  Strahles  FA 
]fl[M  -  Bt)  -  D1(x-Ä1)  +  /■  {(?,(]/  -A)  -  C^x-A,)]  -  0, 
und  zwar  sind  in  derselben  die  Konstanten  unabhängig  von  £. 
Stellt  man  in  entsprechender  Weise  die  Gleichungen  der  übrigen 
Strahlen  auf,  so  findet  man  mit  Leichtigkeit  den  Wert  des  Doppel- 
verhältnisses. Derselbe  ist  nur  abhängig  von  den  Parametern  fv 
/im  t-.ii  fit  der  Punkt  F  kann  daher  in  der  Punktreihe  eine  be- 
liebige Lage  haben. 

Hochheini,  Aufgabcu  a.  d.  anal    Geometrie.  II I.  IJ.  3 
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136  Man  verbinde  '•inen  beliebigen  PunH  F  der  Panktreihe 
mit  den  Punkten  .1,  /.'.  C  and  konstruiere  den  FB  konjugierten 
harmonischen  strahl,  bo  wird  derselbe  die  Punktreihe  in  dem 
vierten  harmonischen   Punkte  schneiden. 

Ut 
o,  m  +  l>lr  +  l  +  (<i.,it  +  k,r  +  1)/'+  K"  +  hv  +  Of  =  ° 
die   Qleichung   der   Punktreihe,   bo    Endet    man    nach   der  vorher- 
igen   Lösung,   wenn   /,.   /:_,,  /!,   «lif    Parameter  der  Punkte   .1. 
/.'.  C  Bind,  die  Gleichung  des  vierten  harmonischen   Punktes 

(o,  II  +  M  +  1)  +  (Oj  u  +  h,  v  + 1)        a  — 

/i  ~r  /:t  —  */s 

+  («.«  +  M-M)|     /;  +  /._  s/.     |-o. 

136.  Der  gesuchte  harmonische  Strahl  berührt  den  Träger 
der  Punktreihe  im   Punkte  A. 

\'M.  Die  beiden  Parameter  /"und  k  müssen  einer  Bedingungs- 
gleichung  von  der  Form  af  -f  bJc  =  0  genügen. 

138.  3fu-f  t>  +  l=0. 

139.  Liegt  ein  Punkt  der  Reihe  auf  dem  ihm  entsprechenden 
Strahle,  so  muß  die  Gleichung  des  Strahles  bei  Einsetzung  der 
Koordinaten  des  Punktes  eine  identische  werden.  Das  ResuUat 
der  Substitution  ist  eine  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  f  vom 
dritten  Grade  ist.  Daraus  folgt,  daß  im  allgemeinen  drei  Strahlen 
des  Büschels  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Reihe 
gehen  werden.  Verschwinden  sämtliche  Koeffizienten  der  kubischen 
Gleichung,  so  geht  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  der  Reihe;  der  Mittelpunkt  des  Büschels  liegt 
in  diesem  Falle  ebenfalls  auf  dem  Träger  der  Punktreihe.  Büschel 
und  Punktreihe  befinden  sich  in  perspektivischer  Lage. 

140.  Zur  Bestimmung  von  ^ergiebt  sich  die  kubische  Gleichung 

18/-3+  18/-2+  7/-=0, 
deren  Wurzeln 

3  O 

sind.     Von    den    gesuchten  Strahlen    ist   demnach  nur  ein  einziger 
reell;  derselbe  entspricht  der  Gleichung 
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y  —  3x  +  8  =  0 
und  geht   durch  den   Punkt 

3  u  +  1  v  +  1  =0. 
111.  of+  bk  =  0. 

L42.  Pur  w1  =  l,  t\  =  1  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung 
die   beiden   Wurzeln  /•  _  q       f  i 

Setzt  man  diese  Werte  für  f  in  die  Gleichung  der  Punktreihe 
erster  Ordnung   ein,   so   erhält    man   die   beiden  gesuchten  Punkte 

3|w  -  fr +  1  =0,     4w  +  |t>  +  l=0. 

143.  Eliminiert  man  f  aus  den  gegebenen  Gleichungen,  so 
ergiebtsich  ^  _  ^  ^  +  ^  _  Q 

Die  Enveloppe  der  Strahlen  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Klasse. 
Wie  gestaltet  sich  das  Resultat,  wenn  ein  Punkt  der  Reihe  erster 
Ordnung  mit  dem  entsprechenden  der  Reihe  zweiter  Ordnung  zu- 
sammenfällt? 

144.  Die  Gleichungen    der   konjekti vischen  Punktreihen  sind: 

ßa  +  %v  +  S  +  f(au  +  er  +  y)  -  0, 
ß'u  +  gv  -f  d'  +  f[u'u  +  e'v  +  y')  =  0. 
Die  Konstanten   in   denselben    lassen  sich  leicht  mit  Hilfe  der  ge- 
gebenen   Gleichungen    finden.     Entwickelt    man    die    Wurzeln    der 
Gleichung 

(ayl  -  Jy)f  +  (rV  ~  $V  +  «d' -  aö)f  +  ßd'  -  ß'ö  =  0 
und  setzt  dieselben  in  eine  der  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  der  Doppelpunkte. 

Mit  jedem  Doppelpunkte  fällt  der  entsprechende  Punkt  der 
Punktreihe  zweiter  Ordnung  zusammen. 

145.  5f8t*+3gi?  +  l=0. 

146.  Die  Bedingungsgleichung  lautet: 

Äx2-  4:Ä0Ai  -  k{A\%  -  4Ä0ÄS)  =  0; 
k  ist  eine  beliebige  Konstante. 

147.  Die  beiden  projekti vischen  Punktreihen  sind  durch  drei 
gegebene  Punktpaare  bestimmt.  In  denselben  werden  zwei  Doppel- 
punkte vorkommen,  welche  entweder  reell  oder  imaginär  sind.  Im 
ersten  Falle  können  dieselben  getrennt  liegen  oder  zusammenfallen. 

3* 
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148.   ICan    verbinde!    A    mit    /.',    and    Cd,    ferner   A\    mit    /', 

C  and   /'.     Ziehl    man   sodann   ''in«'  Gerade  g  durch  den  Schnitt 

punkt  »In-  Strahlen  .1 /•',   and  .1,/»'  und  den  «Im-  Strahlen  A(\  and 

i      .    «reiche   den  Strahl    A^D   in   /    schneidet,   so   tritl't   AI'  den 

[schnitt  in  «l<'in  gesachten  »Punkte  Dj.     Die  Gerade  g  schneide! 

den   Kegelschnitt   in  den  beiden   Doppelponkten. 

1  I'.'  Die  beiden  Punkte  .1,,  <>  and  1.,  -  <>  sind  die  Doppel- 
pnnkte  der  beiden   Punktreihen. 

150.  Die  Gleichungen  der  beiden   projektivischen  Punktreihen 

sind: 

3  u  +  5v  +  1  +  (Im  +  lv  -f- 1  )f  +  ( 2«  -  1  v  +  l)/"8  -  0, 

•••"  +  -r.r  +1  +  2(lti  -M  '  +  I  ►/  I  1'  -"  1  '■  +  0r=  0; 
die  Gleichungen  der  Doppelpunkte: 

3  u  +  5  v  + 1  —  0,    2  u       l  /■  +  1  =  0. 
!»!••     beiden    Punktreihen    liegen    auf    einer    Ellipse,    welche    der 

' '  '"    UDg  28x2  -  12x?/  +  3>r  -  140«  +  22«  +  163  =  0 
entspricht. 

151.  Die  Gleichungen  der  beiden  projektivischen  Punktreihen 
sind: 

3«  -f-lo  +  1  +  (5?<  -lv  +  1V+  (9m  +  2v  +  l)/2=  0, 

3«  +lt>  +  l  +  (5m  -  lr  +l)Ä-f  (9»  +  2v  -f  l)fc2=  0; 

die   Parametergleichung  ist: 

Bf—  A-  =  0 

und  die  Gleichung  des  Trägers: 

x2  —  2xy  +  4/  -  8x  —  6«  +  23  =  0. 

Die  beiden  Punktreihen  befinden  sich  auf  einer  Ellipse. 

152.  Man  verbindet  P  mit  Q  durch  die  Gerade  g  und  zieht 
ylj-B,  welche  g  in  L  schneiden  möge;  dann  trifft  die  Gerade  AL 
den  gegebenen  Kegelschnitt  in  dem  gesuchten  Punkte  Bv 

153.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  Px  und  P2  schneidet 
den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Doppelpunkten. 

154.  Durch  Elimination  des  Parameters  f  erhält  man 

(l  Ar  m)2AQA2  —  mA12=  0. 
Die  Enveloppe  der  Strahlen  ist  demnach  ein  Kegelschnitt,  welcher 
den  Träger  der  beiden  Punktreihen  in  den  Doppelpunkten  berührt. 
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155.  Die  Gleichung  einer  (ieraden,  welche  zwei  entsprechende 
Punkte  der  Punktreihen  verbindet,  läßt  sich  auf  die  Form  bringen: 

y(a\  —  at)  -  x(b\  —  bt)  +  alh\  —  a\\ 
+  \y[a\+a\,-(al+aj]-*[b\+b\-(bl+b2)]+alb\-a'2b1+aj\-a\b,\r 
+  IKo'a  -  "2)  -  *(&'a  -  &a)  +  «a&'a  -  "'A<  I  /"2=  0. 
Erteilt  man  /'  alle  möglichen  reellen  Werte,  so  entsprechen  dieser 
Relation   alle    Strahlen,    welche   entsprechende   Punkte   der   beiden 
Punktreihen  verbinden.     Diese  Strahlen  bilden  ein  Büschel  zweiter 
Ordnung. 

Beispiel.    —  y  +  2  +  (3y— 2x+2)f+(4tij  —  2x— 14)/*=0. 

156.  Die  Gleichung  des  Büschels  läßt  sich  durch  die  Glei- 
chungen von  drei  geraden  Linien 

Z0=0,  ii=0,  Z2=0 
bestimmen,   indem   man   die  erste  mit  der  nullten,   die  zweite  mit 
der    ersten,    die    dritte    mit    der    zweiten    Potenz    eines    variabeln 
Parameters  f  multipliziert  und  die  Summe   dieser  Produkte  gleich 
Null  setzt:  ^  +  ^ f  +  Uf,  =  Q 

157.  Die  Schnittpunkte  sind: 

Z0=0,    i1  +  i2/-=0; 

^=0,  Zt  +  Ztf-O; 
Z,  =  0,  L0  +  LJ=0. 

158.  Die  Strahlen  des  Büschels  werden  von  einem  Kegel- 
schnitte eingehüllt,  welcher  der  Gleichung 

4Z0Z2-V=0 
entspricht. 

Beispiel.   19s2  —  126x4/  -f  31?y2-fl66x  +  90*/  —  349  =  0. 

Die  Enveloppe  des  Büschels  ist  eine  Hyperbel. 

159.  ^=0,  L.,  =  0  sind  Tangenten  der  Enveloppe  und 
demnach  Glieder  des  Büschels,  während  ix  =  0  die  Polare  des 
Schnittpunktes  der  Strahlen  Z0=0,  L.,  =  0  bezüglich  des  ein- 
hüllenden Kegelschnittes  ist. 

160.  Man  erhält: 

_  L^  +  LJ  +  Ljf  =  M0  +  MJ  +  M^f 

U      Nt  +  NJ+Nif*'         '  No  +  NJ  +  Nif*' 


■•- 
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161.  Bezeichne!  man  die  Werte,  welche  di<>  Ausdrücke  /.„, 
/,,  .  i  insetzung  der  Koordinaten  /,  y  annehmen,  mit  /',, 
fJlx  /'  .  ...  erhall  man  rar  Bestimmung  des  Parameters  /'  die 
Gleichung  ^  (   ^    (   /-/:      0 

Bei  Einsetzung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  dic>  gegebene 
Delation  ergeben  rieb  die  Gleichungen  der  gesuchten  Strahlen. 
Im  allgemeinen  schneiden  sich  demnach  in  jedem  Punkte  der 
Ebene  zwei  Strahlen  des  Büschels;  dieselben  können  reell  sein  and 
getrenn!  Liegen  oder  zusammenfallen,  oder  sin  können  imaginär 
sein.  Wo  muß  der  Punk!  /'  liegen,  wenn  die  beiden  Strahlen 
zusammenfallen  sollen? 

162.  Der  L,r<'surli!n  Strahl   entsprich!   «In-  Gleichung 

x  —  y  +  1  =    < ). 

163.  lst/,oa;+i»foy+iVo+(7^+il/1y/+N0/;+(^.'+il/22/+Ag/-12=O 
die  Gleichung  einer  Tangente,  so  ist  die  der  unendlich  nahe 
liegenden 

/        |    M0y  +  N0  +  ( Lx x  +  Mxy  +  Nt)  f\  +  (L2x  +  M%y  +  K)  f* 

+  { (Ltx  +  Mty  +  N{)  +  2/',  (L,x  +  M3y  +  N%)  j  ö  =  0, 
wo    <)    eine    unendlich    kleine    Größe    ist.      Zur    Bestimmung    der 
Koordinaten    des    Berührungspunktes    orgeben    sich    demnach    die 
Gleichungen 

Ltx  +  Mxy  +  Nt  +  2£(£2a;  +  M2y  +  Na)  =  0, 
2(7,0*  +  M0y  +  JV0)  +  fx{Ltx  +  Mxy  +  2^)  =  0. 
Mit   Hilfe    derselben    erhält    man    die   Gleichung    des   Berührungs- 
punktes 


(2^o+/i^) 


+ 


.V.  +  2/iJlfJ 
2Jlf0+/iÄi| 

A+a/iA 

2Z0+/iA 


«*  + 


A+2/iXj 
2X0+/iA 


-(JVi+2/iJV,) 
-(2^+/^) 


=  0. 


Beispiel. 


-iM« +  4«  + i-o. 


164.  Der  Wert  des  Doppelverhältnisses  ist  gleich  dem  der 
vier  Punkte,  in  denen  die  Strahlen  einen  beliebigen  fünften  Strahl 
des  Büschels,  z.  B.  70  +  Lj\  -f  L2f&2  =  0  schneiden.  Es  läßt 
sich  leicht  zeigen,  daß  diese  Punkte  dieselben  sind,  in  welchen 
diese  fünfte  Tangente  von  den  Strahlen 
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( i ■■  +  fM  +  /ix.-  o,    (/.,  +  /;,/,,)  +  /3/>2=  o, 
(x,  +  /;,  ta)  +  /;.  l8  -  o,   <  /<,  +  A  L* >  +  /:,  &a  -  o 

geschnitten  wird,  die  zu  einem  Büschel  erster  Ordnung  gehören. 
Der  Wert   des  Doppelverhältnisses   der  vier   Strahlen   ist   demnach 

gl6ich  fi-h.U-fz 

t\  ~  u  t'i ~~  u 

165.  Die  Parameter  der  gegebenen  Strahlen  sind: 

fi— 1,  /2=3,  /3=-l. 
Mit  Hilfe  derselben  findet  man:  f\  =  |. 
Die  Gleichung  des  vierten  harmonischen  Strahles  ist  demnach 

118z  +  59/y  +  13  =0. 
106.  Es  seien  tu  t21  t3  die  drei  bestimmten  Strahlen.  Dieselben 
werden  zwei  beliebige  Strahlen  ta  und  t*  schneiden,  so  daß  auf 
jedem  derselben  drei  Punkte  bekannt  sind.  Bestimmt  man  zu  den 
drei  Punkten  auf  jeder  der  Geraden  den  vierten  harmonischen 
Punkt  und  verbindet  diese  beiden  Punkte  durch  eine  Gerade,  so 
ist  diese  der  gesuchte  Strahl. 

167.  Das  Büschel  ist  durch  fünf  Strahlen  bestimmt.  Sind 
die  fünf  Strahlen  Lj  =  0,  7,2  =  0,  L&  =  0,  Li  =  0,  L6  =  0,  so 
nimmt  man  an,  die  Gleichung  des  Büschels  habe  die  Gestalt 

Es  lassen  sich  dann  ähnlich  wie  in  Aufl.  129  Gleichungen  auf- 
stellen, welche  zur  Berechnung  der  Konstanten  in  Lk  verwendet 
werden  können. 

168.  Die  Strahlen  des  Büschels  schneiden  einen  beliebigen 
Strahl  in  einer  Reihe  von  Punkten,  welche  dem  Strahlenbüschel 
prnjektivisch  ist.  Konstruiert  man  nun  eine  beliebige  Punktreihe, 
welche  dieser  Punktreihe  projektivisch  ist,  so  wird  sie  auch  dem 
Strahlenbüschel  projektivisch  sein. 

169.  \u-\v  +  l=0. 

170.  Ist 

Lor  +  M0y  +  Nu  +  (LlJc-{-M1y  +  N1)f+(<L2x  +  3f2y  +  N2)f2  =  0 
die  Gleichung  des  Büschels,  und 

OqU  -f  \v  +  1  +  {axu  +  \v  +  1)/'=  0 
die  Gleichung   der  Punktreihe,   so   werden   die  Parameter   der  ge- 
suchten Strahlen  und  Punkte  der  Relation 
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fo  +  alf\Lu  \  i.j-V  i-,r)  +  (*0  +  ft,/')(Jif„+  J/,/  -t  -^n 
+  (l  +  f)W>  +  -V  f  Nif")  0 
genügen  müssen.  Da  diese  in  Bezog  auf  /'vom  dritten  Grade  ist, 
wenigstens  einen  reellen  Strahl,  der  durch  den  ihm 
entsprechenden  Punkt  «^«ht ;  i>s  können  aber  auch  drei  solch«' 
Strahlen  existieren.  (.Jehen  vier  Strahlen  des  Büschels  durch  die 
ihnen  entsprechenden  Punkte,  so  geW  jeder  Strahl  durch  don  ihm 
entsprechenden  Punkt  Strahlenbüsche]  und  Punktroihe  betindon 
sich   in   diesem    Falle   in    perspektivischer  Lage. 

171.  Die  Gleichungen  der  Strahlen  sind: 

S-y  +  l«=0, 

„N25±VTl53    ,„       n       jX/25±l/ll53y     « 
x-y+l+(?z+y+S)-     J~     -+(ßx-2y+4c)(-    ^        J  =  0, 

die  der  entsprechenden  Punkte: 

5« +  60  +  1  =  0, 

5»  +  6.  +  l  +  C2u  +  lU+l)25±2^115--Q. 

172.  Bei  Einsetzung  der  Werte  von  a;n  y%  in  die  Gleichung 
des  Büschels  zweiter  Ordnung  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  welche 
in  Bezug  auf  f  vom  zweiten  Grade  ist  und  die  Wurzeln  ft  =  2, 
f%  =  —  1  besitzt.  Die  gesuchten  Strahlen  des  Büschels  zweiter 
Ordnung  sind  demnach: 

19z-  +  ±y  +  1  -  0,      7*  +  Ay  +  1  =  0, 

und  die  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  erster  Ordnung: 

5z  +  4?/+3  =  0,     x  —  y  =  0. 

173.  Die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  seien 
L0x^M0y  +  K0  +  (L1x+3Ily-i-N1)f-i-{L2x-hM2y+N2)f2^01 

Ax  +  By  +  C  +  {Axx  +  B,y  +  Ct)f=  0. 

Durch  den  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  erster  Ordnung  können 
nur  zwei  Strahlen  des  Büschels  zweiter  Ordnung  gehen;  es  ist 
daher  nur  möglich,  daß  höchstens  zwei  Strahlen  des  einen  mit 
den  entsprechenden  des  andern  Büschels  zusammenfallen.  Dieser 
Fall  tritt  ein,  wenn  die  Resultante  der  beiden  Gleichungen 
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(L&  -  NtAjf*  +  (L.C,  -  N,A,  +  UO-  N2A  )/'-' 
+  (/,C  -  NXA  +  L&  -  N^f  +  L0C  -  N0A  =  0, 
(JfsCi  -  A2  />\)/:!+  (J^C,  -  N.B,  +  M2C  -  NsB)f* 
+  (M,  C  -  iY,  B  +  üfoC,  -  JVoB,)/*  +  3f0C-N0B  =  0 
verschwindet. 

174.   Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist 
L0L"*-  LJJlP+J^l!^  0; 
die    Schnittpunkte    entsprechender    Strahlen    liegen    demnach    auf 
einer  Kurve  dritter  Ordnung. 

1  75.  Die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  lassen  sich  in  diesem 
Falle  auf  die  Form 

z0+x2/-=o 

bringen.     Durch  Elimination  von  f  erhält  man 

L0  -  Ly  +  L2  =  0. 
Der  geometrische  Ort   des  Schnittpunktes  entsprechender  Strahlen 
ist  demnach  eine  gerade  Linie. 

176.  Man  findet 

fi=-2,      Ä-  +  S, 

daher  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Strahlen 

4z +  2/ +  1=0,    16x  +  lly  +  3  =  0, 
und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  beiden  entsprechenden 

Punkte  12»  +  13y  —  37  =  0. 

177.  Zur  Bestimmung  des  Parameters  f  erhält  man  eine 
biquadratische  Gleichung.  Daraus  folgt:  Es  werden  entweder  vier 
oder  zwei  reelle  Strahlen  oder  kein  reeller  Strahl  des  Büschels 
durch  die  entsprechenden  Punkte  gehen  können. 

178.  Die  Berührungspunkte  entsprechen  der  Gleichung 

{MtK0  -  M0Nx)u  +  (£0 JVi  -  LMv  +  (1,31,  -  LQ3I,) 
+  2  {  {M2N0  -  M0N2)  u  +  (L0N2  -  L2N0)  v  +  (L2 3I0  -  L0M2)  }  f 
+  {(3I2N1-3riK,)il  +  (L1N2-L2N1)v  +  (L23[1-L1M2)}ri=0. 
Die    Berührungspunkte    bilden    demnach    eine    Punktreihe    zweiter 
Ordnung,  welche  dem  Strahlenbüschel  projektivisch  ist. 

179.  Entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel  können  nur 
dann  zusammenfallen,  wenn  die  Resultante  der  beiden  Gleichungen 


I  >  ( fobilde  .  «  aitet  <  irdnong, 

/    \'.       L'Mf4  I   >/,*',      L\Nt  I    /,A',       /',.\,  ■/■ 
I    /,-V,       -''.V,   |    /.„.V,       /.'„A.i/ 
'    '  ,  I    /„.V,       /'„.V,)/-  |    /„\'„       /'(>.V(1      0, 
,.1/    \"         i/'    \    ■/'  !   |  i/,.\',       ,i/',.V.  |    .1/,  .V,       /!/',.  A,  )/;4 
i;   V        i/'   V0  i    i/,.\',      M\Nt  I   .i/„.V,      M'Mf* 

m    ■      ir'^oH  -^v,     af'oiv,)/  i  .i/0a"„    m'qn0-o 

verschwindet.     Da  jede  dieser  Gleichungen  vom  vierteil  Grade  Ist, 
jo    können    zwei   riegelschnitte    höchstens    vier   reelle  gemeinschafl 
liehe  Tangenten   besitzen. 

180.   Bei    Einsetzung  der  Koordinaten   <\<-   g^gelu-wn  Punktes 
in  die  Gleichung  des  ersten   Büschels  ergiebt  sich 

/',  =  1,     /2=-2; 
die  gesuchten   Strahlen   entsprechen  demnach  den  Gleichungen 

bx      3 y  -1  =  0,    -4-1  by  -f  1 3  =  0. 
Die    entsprechenden    Strahlen    des   zweiten    Büschels    gehen    durch 

deB  |,,l^k,  _|„  +  ±v  +  i.a 

L81.  Sind   die  Gleichungen  der  beiden  Strahlenbüschel 
L0  +  Lx  f  +  LJ*  =  0,     L'0  +  L\  f  +  L\f  =  0, 

so   i-i    die   Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

L0  Lx  L2  0 

0  L0  /,,  A, 

//„  /,',  I.',  0 

0  L'0  /-',  //.. 


=  0. 


Die  Kurve,  auf  welcher  die  Schnittpunkte  liegen,  ist  demnach  von 
der  vierten  Ordnung. 

182.  Die  Bedingungsgleichung  lautet: 

4  L0L2  -  V  -  fc(4Z'0i'a  -  XV)  =  0, 

worin  /.'  eine  beliebige  Konstante  ist      Die  beiden  Büschel  können 
in  diesem  Falle  nur  zwei  reelle  Doppelstrahlen  besitzen. 

183.  Die  beiden  Büschel  besitzen  zwei  Doppelstrahlen,  welche 

der  Gleichung 

-  2x  +  (19  +  bVl3)y  +  15  +  4^13  =  0 
entsprechen. 
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184.  Die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  besitzen  folgende 
i  iestali : 

I  i  -  </  -f  3  +  (x  +  y      3)f+  (7a  +  3y  +  -''/''      0, 
l       -y  +  3  +  (*-f  y-3)3/--r-(7a    |    3y  +  2)9/*=0. 

IS."».   I>i.'  Gleichungen  der  Doppelstrahlen  sind: 
y  —  1  =  0,    .<        •';.'/       -  =  0, 
di<    Gleichungen   der  beiden  Büschel: 

i       y       1  4-  (3a  +  y  4-  2)f  +  (s  -  8//  -   2)/'2=  0, 

y  -  1  -f  (3a  +  II  +  2)2f+  U  -  :'.//       "_')  1/-'==  0. 

Die    beiden  Büschel   werden   von  einer  Hyperbel  eingehüllt,    deren 
Gleichung  ist: 

5    ■  -L  22«y  -  11//-  4-  24a:  -  1 6?/  —  4  =  0. 

L86.  Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  auf 
einer  Hyperbel,  deren   Gleichung  ist: 

9  i  -  +  48a  y       25y*  -f  5 1  x  -  37y  — 10  =  0. 

Welche  Punkte  hat  diese  Hyperbel  mit  der  Enveloppe  der  Strahlen- 
büschel 

5  i  -  +  22a  //  -  1 1  //-  +  24 x  -  16?/  —  4  =  0 

gemein? 

IS 7.  Man  ziehe  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  zwei  Gerade 
<7j  und  g%  und  ziehe  von  einem  Punkte  A  der  Geraden  gl  eine 
Tangente  an  den  Kegelschnitt,  welche  g2  in  B  schneiden  möge. 
Läßt  man  nun  A  auf  gt  und  7>  auf  <72  fortrücken,  doch  so,  daß 
.1  B  immer  Tangente  des  Kegelschnittes  bleibt,  so  werden  die  von 
A  und  B  an  den  Kegelschnitt  gelegten  zweiten  Tangenten  zwei 
projektivische  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  bilden. 

188.  Durch  die  gegebenen  Strahlen  ist  die  Enveloppe  K  be- 
stimmt. Man  zieht  eine  Gerade  g,  welche  t1  in  A,  /.,  in  J5,  /..  in 
C,  /4  in  I)  schneidet,  und  legt  von  A  und  B  aus  die  zweiten 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt,  von  denen  die  durch  A  gebende 
t\  in  Au  die  durch  B  gehende  t\  in  Bx  schneiden  möge.  Durch 
die  beiden  Punkte  Ax  und  Bt  legt  man  sodann  die  Gerade  gv 
Die  zweite  durch  D  gelegte  Tangente  des  Kegelschnittes  möge  dann 
gx  in  einem  Punkte  T)x  schneiden.  Zieht  man  von  diesem  die 
zweite  Tangente  an  üf,  so  entspricht  dieselbe  dem  Strahl  t%.  Die 
beiden  Geraden  g  und  g{   mögen  sich  im  Punkte  P  schneiden.    Die 


II 
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Tangenten  des  Kegelschnittes,  welche  durch  diesen  Punkt  /'  gohon, 
Bind  die   Doppelstrahlen  der  beiden  Strahlenbüschel. 

189.   Die  Parametergleichun^  In-sii/t  in  diesem  Falle  die  (lestalt 
fk      (/'  !  h)a  +  &  — 0. 

II rloidot    (mm   riiicr   Vortauschung   von   /'  und  k  keine  Ver- 
änderung. 


1!'"    Die  Bedingungsgleichung  lautot: 


1  1  1 

£  +  *,    f%+k\    /3+*;j 


=  0, 


oder 

ifi  ~  *> '  Gfi  -  *a)  (ft  -  W  -  (*i  -  tö  (h  -  /a)  (*a 
191.  Die  Parameter  sind: 
fx mm  1j  "i  =  3;  /g «=•  —  1,  fc2  =  -j;  /g  ==  —  2, 

Die  beiden  Büschel  sind  involutorische,   denn  es  ist 
111 

3    -£    -# 


A)  =  o. 


^3—   4' 


=  0. 


Die  Parainetergleichung  ist: 

/%-  2(/"+ Ä)  +  5  =0. 

192.  |m  +  gfj  +  1=0. 

193.  Die  Parametergleichung  ist 
111 


oder 


0  —  ^ 
u         8 


fk 


=  o, 


fk-(f+  Ä)  +  2  =  0. 
Im    allgemeinen   sind   in  jedem   Büschel   zwei  Strahlen   vorhanden, 
welche  auf  den  entsprechenden  Strahlen  lotrecht  stehen.     Im  vor- 
liegenden Falle  sind  die  beiden  Strahlenpaare  imaginär. 

194.  Die  beiden  Büschel  können  nur  zwei  Doppelstrahlen  be- 
sitzen, deren  Gleichungen  sind: 

£0+(a+l/a2-&)A+  (2a2- &  +  2aVa2-  b)L2  =  0, 
Lo  +  0  -  V"2  -  &) A  +  (2a2 -  b  —  2a]/a2-  b)L2  =  0. 
Beispiel.     41y  —  7»  —  73  —  0,     by  —  IIa;  +  19  =  0. 
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195.  10?/  4-3  —  0,     234?/  —  104?'  -f  43  =  0. 

196.  Die  Parametergleichung  besitzt  in  diesem  Falle  die  Gestalt 

f+Ä-O. 

197.  2x  +  y  -  1  +  (x  +  2?/  +  Z)f+  (x  +  y-  5)f2=  0, 
2x  +  y  -  1  +  0  +  2?/  +  3)Ä  +  (*  +  y  -  5)fc2=  0, 

f+fc~0. 

198.  Die  Gleichungen  der  Doppelstrahlen  sind: 

X  +  2?/  +  3  =  0,     2z  +  ?/  —  1  =  0; 
die   Gleichungen   der  involutorischen  Büschel: 

x  +  2?/  +  3  +  (x  +  y  -  5)/-+  (2x  +  y-  l)f2=  0, 
x  +  2?/  +  3  -f  0  +  y  -  5)Jc  +  (2s  +  V  -  l)k2  =  0, 

f+fc  =  o. 

199.  Sind  die  Gleichungen  der  Büschel 

LQx+MQy  +  N0+(Llx  +  MlV  +  Nl)f+(L2x  +  M2y  +  N2)f2=0, 
L0x+3f0y+N0+(Llx  +  M1y  +  N1)lc  +  (L2x  +  M2y+N2)k2=0, 
und  die  Parametergleichung 

fk-(f+]c)a  +  b  =  0, 
so  laufen  die  beiden  Doppelstrahlen  parallel,  wenn 

L1M0  -  L0Mt  +  2a(L2M0  -  L0M2)  +  b(L2Mt  -  L^Q  =  0 
ist,  dagegen  durchschneiden  sich  dieselben  rechtwinklig,  wenn 
7.02+  M2+  2a(L0Ll  +  MQMX)  +  2(2a2-  b)(L0Ls  +  M0M2) 

+  HA2  +  Mi2)  +  ^ab{L,L2  +  J^iK,)  +  62(V  +  2H22)  -  0 
ist. 

200.  31  w2  —  126?^  +  19?;2  +  22u  —  38«+  3  =  0. 

201.  Sind  die  Gleichungen  der  Punktreihen 

A0  +  Alf  +  Aif*=0,    Aq  +  A^+AJP^O, 
und  die  Parametergleichung 

ß-(f+Tc)a  +  6  =  0, 
so  erhält  man  nach  Elimination  von  /"  und  fc 

^40  +  a-Ax  +  b  A2  =  0. 
Die  Verbindungslinien   von  je  zwei  entsprechenden  Punkten  gehen 
also    alle    durch    einen    Punkt.      Derselbe    wird    das    Involutions- 
centrum genannt. 

Beispiel,      lfw  +  -f«  +  1  —  0. 
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'    Ziehl   man  durcb  den   Punkt   C  Sekanten   in  den   Kegel 
schnitt,  -.n  schneide!  jede  die  Kurve  in  zwei  entsprechenden  Punkten 
der  Involution.     Die  von  C  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten 
berühren  den  Kegelschnitt  in  <1<mi  Doppelpunkten.     I»i>'  Konstruktion 
derselben    18   i    sich   Leicht   ausfuhren,    wenn   man  zwei  von   C  aus 
nde  Sekanten  zur  Eerstellung  eines  rollständigen  Vierseits  be- 
nut/.t.     Liegt   C  innerhalb  des  Kegelschnittes,  so  sind  die   Doppel 
punkte    imagin&r,    die    involutorischen    Punktreihen  sind  elliptische; 
befindet   sich  C  außerhalb  des  Kegelschnittes,  so  sind  die  Doppel 
punkte    reell,    die    involutorischen    Punktreihen    hyperbolische;    ist 
endlich  C  «'in   l'unkt   des  Kegelschnittes,  so  fallen   mit,  diesem  alle 
Punkte    der    einen    Reihe    zusammen,    die    Punktreihen    heißen    in 
diesem   Falle  parabolische. 

203.  Die  beiden  Schnittpunkte  liegen  auf  der  Geraden,  welche 
die  beiden  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihen  verbindet. 
( S.   die    Konstruktion   in   der  vorhergehenden  Lösung.) 

204.  Durch  die  gegebenen  vier  Punkte  lassen  sich  drei  Linien- 
paare l<'gen.  Der  Schnittpunkt  der  Linien  eines  Paares  kann  jedes 
mal  als  Involutionscentrum  angesehen  und  zur  Konstruktion  der 
Punkt  reihen  gebraucht  werden.  Es  ergeben  sich  demnach  drei 
Gruppen  von  Punktreihen,  und  zwar  stehen  die  beiden  Punktreihon 
jeder  Gruppe  in  Involution. 

205.  Sind  die  Gleichungen  der  involutorischen  Strahlenbüsehel 
L0  +  LJ  +  L%f  =  0,    L0  +  LxTc  +  7,27c2  =  0, 

ferner  die  Parametergleichung 

/*-(/'+*> +  6  =  0, 
so  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 

7>0+  «A  +  &X|—  0. 
Die  Schnittpunkte  von  je  zwei  entsprechenden  Strahlen  liegen  dem- 
oach   auf  einer  Geraden,   der  Involutionsachse  der  beiden  Büschel. 
Beispiel.      14«  —  hy  +  22  =  0. 

206.  Man  zieht  von  jedem  Punkte  der  Geraden  l  die  beiden 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  &,  so  bilden  dieselben  die  beiden 
involutorischen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung.  Die  Tangenten  des 
Kegelschnittes  an  den  Punkten,  in  welchen  Je  von  l  geschnitten  wird, 
sind  die  Doppelstrahlen.     Die  Strahlenbüschel  werden  hyperbolische 
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genannt,  wenn  /  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet, 
die  Doppelst ra hl« in  also  reell  sind;  elliptische,  wenn  /  und  /,  keine 
reellen  Schnittpunkte  haben,  die  Doppelstrahlen  also  imaginär  sind; 
parabolische,  wenn  der  Kegelschnitt  Je  von  /  berührt  wird,  die 
beiden  Doppelstrahlen  also  mit  l  zusammenfallen. 

207.  Die  Gleichungen  der  Doppelstrahlen  sind: 

Glx  -  335?/  +  391  =0,     IIa;  —  by  — 19  =  0. 

208  a)  Sind  a  und  b  die  Halbachsen  der  Ellipse,  so  beschreib! 
man  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  j/a2  +  b2  als  Radius 
einen  Kreis  und  zieht  von  den  Punkten,  in  denen  dieser  Kreis  die 
Involutionsachse  schneidet,  die  Tangentenpaare  an  die  Ellipse. 
Man  erhält  demnach  zwei  Tangentenpaare,  welche  der  Anforderung 
entsprechen;  dieselben  können  entweder  reell  oder  imaginär  sein 
oder  in  ein  Paar  zusammenfallen. 

|3)  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  a 
und  b,  so  beschreibt  man  um  den  Mittelpunkt  derselben  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  ]/a- —  b2  und  zieht  von  den  Punkten,  in 
denen  dieser  die  Involutionsachse  schneidet,  die  beiden  Tangenten- 
paare. 

y)  Werden  die  involutorischen  Strahlenbüschel  von  einer  Pa- 
rabel eingehüllt,  so  zieht  man  von  dem  Punkte,  in  dem  die  Direk- 
trix die  Involutionsachse  schneidet,  die  beiden  Tangenten  an  die 
Parabel.  In  diesem  Falle  können  demnach  nur  zwei  entsprechende 
Strahlen  aufeinander  lotrecht  stehen. 

209.  Verbindet  man  die  Schnittpunkte  von  a1?  bt  und  a.,,  b.n 
ebenso  die  von  ax,  b2  und  a.,,  bY  durch  gerade  Linien,  so  gehen 
diese  beiden  Geraden  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Doppel- 
strahlen. 

210.  Die  Berührungspunkte  bilden  zwei  involutorische  Punkt- 
reihen zweiter  Ordnung.  Die  betreffenden  Verbindungslinien  werden 
sich  demnach  alle  in  einem  Punkte,  dem  Involutionscentrum, 
durchschneiden. 

211.  Die  beiden  entsprechenden  Strahlen  werden  von  den 
beiden  Doppelstrahlen  und  die  beiden  entsprechenden  Punkte  von 
den  beiden  Doppelpunkten  harmonisch  getrennt. 
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212.   IsA   <li''  Gleichung  der  Punktreihe  zweiter  Ordnung 

|    b0V    |    I     |    (<»,«    |    /',/'    I     "/    I    >","    I    '','•    I    !>/'•'        0, 

so  lassen  Bicta  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Sehnensechsecks  ani 
Form   bringen: 


h 


At-\    BM  \-ft)   I   O^/i/J      0, 

■*,  +  /-,</,  +  /;.'  \<\i\u    o, 
A  +  A(/;-,  + /■,)  +  ''. /;-./;    o, 


Wo 


sind. 


.1,      (6X-  &0)ä  +  (a0      o,  )y  -\  ",/-„ 
(6,  —  Oj)«  -f  (o,      ",).>M",V 


"»V 
»0681 


Multipli/it'il  man  die  erste  dieser  Gleichungen  I)  mit  (/3  —  /)-,) 
i  /,.  -  /',  i  und  subtrahiert  davon  das  Produkt  aus  der  vierten  Glei- 
chnng  und  (/,.  -  Q  (/,— /i), 

multipliziert  man  ferner  die  zweite  Gleichung  mit  (/,  —  /"5) 
ift—  l\)  und  subtrahiert  davon  das  Produkt  aus  der  fünften 
Gleichung  and  (/',      /',)  i/3  —  /\), 

subtrahiert  man  endlich  das  Produkt  aus  der  secb>  Glei- 
chung und  (/jj  —  /"4)  (ft  —  /s)  von  dem  Produkte  aus  der  tten 
Gleichung    und    (f%  —  f6)  (f5  —  /j),    so    erhält    man    in    allen    drei 

F;illen:       A  (A/i  -  UU  +  /1/i  -  hh  +  &A  -  Af,  I 

+  CAfififsfA-fifsf^+fM5fe-fAf6f6fi+f5fefif2-fefif2fB\  =  0 

d.  h.  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  eines 
Sechsecks,  welches  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  ist,  liegen 
auf  einer  Geraden,  welche  die  Pascalsche  Linie  genannt  wird. 

L;13.  Zwischen  den  sechs  Punkten  lassen  sich  15  Gerade 
ziehen,  welche  zur  Begrenzung  von  sechzig  Sechsecken  benutzt 
werden  können.  Es  lassen  sich  demnach  60  Pascalsche  Linien 
konstruieren. 

214.  Konstruiert  man  ein  Sechseck,  dessen  Ecken  die  gegebenen 
Punkte  sind,  so  müssen  die  Schnittpunkte  von  jedem  Paar  Gegen- 
seiten auf  einer  Geraden  liegen. 
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2 1 5.  Die  Involutionsacb.se  ist  in  diesem  Falle  als  Pa^calscbe 
Linie  anzusehen,  die  Eckpunkte  des  Tangentensechsecks  werden 
demnach   auf  einem    Kegt-lM-hnitt»*  liegen  müssen. 

LM»').  Sind  die  Gleichungen  der  sechs  gegebenen  Strahlen 
Ib+A/i  +  Jl/i*-«, 

A+A/l +  **/■" -Oi 

Xb+AA+A/s'-Qi 

J,0  +  /,,&  +  x2/42=o, 

A+A/i+AÄ'-Oi 
A+A/l+Atf-Op 

so    lassen    sich    die    Gleichungen    der   drei   Diagonalen   in   folgende 
Form  bringen: 

(xü+7.j;+y,/;2)(/3-/:)(/'3-/;)-(x()+x1/3+x2/32)(/;-/-5)(/2-/;;)=(), 
(zü+x]/3+z2/-32)(/4-/;)(/'4-/-1)-(/>0+x1/;+x2/-42)(/>3-/-6)a3-/-,)=o. 

Es   läßt    sich   leicht   zeigen,   daß   diese   drei  Geraden   durch  einen 
Punkt,  den  sogenannten  Brianchonschen  Punkt,  gehen. 

217.  Da  die  gegebenen  Tangenten  in  beliebiger  Reihenfolge 
gerechnet  werden  können,  so  können  durch  dieselben  sechzig  um- 
schriebene Sechsecke  gebildet  werden;  demnach  werden  sich  im 
ganzen  sechzig  Brianchonsche  Punkte  finden  lassen. 

218.  In  dem  von  den  Geraden  gebildeten  Sechsecke  müssen 
die  Diagonalen  zwischen  je  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  durch 
einen  Punkt  gehen. 

219.  Verbindet  man  -je  zwei  entsprechende  Punkte  durch  eine 
Gerade,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  in  dem 
Involutinnscentrum,  welches  als  der  Brianchonsche  Punkt  anzu- 
sehen ist. 

220.  Betrachtet  man  das  Viereck  als  ein  Pascalsches  Sechs- 
eck, von  dem  zwei  gegenüberliegende  Seiten  in  Tangenten  über- 
gegangen sind,  so  findet  man,  daß  die  Schnittpunkte  je  zweier 
Gegenseiten,  sowie  die  zweier  Tangenten  an  gegenüberliegenden 
Eckpunkten  auf  derselben   Geraden  liegen. 

221.  Sind  A,  B,  C,  D  die  vier  gegebenen  Punkte  und 
berührt  t  den  Kegelschnitt  im  Punkte  A,  so  betrachtet  man 
jeden   der   Punkte   B,    C,    D   der   Reihe   nach   als    Gegeneckpunkt 

Hoch  heim,  Anfgahen  a.  d.  anal.  Geomftrip.  ITI.  B.  4 
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von  .1,  konstruiert  durch  Verlängerung  der  gegenüberliegenden 
Seiten  in  jedem  Falle  die  Pascalsche  (Gerade  and  erhalt  so  jede! 
Mal  einen  sweiten   Punkt  einer  gesuchten  Tangeute 

222.  Da  sich  die  Diagonalen  des  Tangentenvierecka  and  dea 
Sehnenvierecks,  dessen  Ecken  die  Berührungspunkte  Bind,  in  einem 
Punkte  schneiden,  bo  kann  mau  mit  Leichtigkeit  geometrische  örter 
tui-  die  gesuchten   Berührungspunkte  finden. 

223.  Verlängert  mau  /,  and  J'.  /',  bis  zum  Schnitt,  ebenso 
L  and  l'J\,  BO  erhalt  man  zwei  l'unktn  einer  Geraden,  welche 
v.»n  7,7'.,  in  einem  Punkte  der  gesuchten  Tangente  geschnitten  wird. 

224.  Bind  P  .  P  .  /',.  PB  Punkte  der  gegebenen  Punktreihe, 
so  ist   durch  die  Schnittpunkte  von  g  und  P8P4]  sowie  der  Geraden 

J\l'.  um!  I\J\  die  Lage  einer  l'ascalscben  Linie  bestimmt.  Ver- 
längert man  7'.,  7';J  Ins  zum  Schnitt  mit  der  Pascalscben  Linie  in 
A.  BO  trifft  die  Gerade  Xl\t  die  gegebene  Gerade  g  in  dem  ge- 
suchten  Tunkte. 

225.  Gehören  die  Strahlen  f2,  f3,  /4,  ts  zu  dem  gegebenen 
Büschel,  und  verbindet  man  den  Punkt  Px  mit  dem  Schnittpunkte 
f3/4,  ferner  die  Schnittpunkte  /,/.  und  /.,/-,  so  erhält  man  einen 
Brianchonschen  l'unkt,  der  sieb  zur  Konstruktion  der  zweiten  durch 
Pj   gehenden  Tangente  benutzen  läßt. 

226.  Entspricht  der  gegebenen  Gleichung  ein  Strahlenbüschel 
zweiter  Ordnung,  so  sind  2?0=0,  7j2  =  0  Tangenten  der  En- 
veloppe,  B1  =  0  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  beiden  Tangenten. 
Stellt  die  gegebene  Gleichung  dagegen  eine  Punktreihe  zweiter 
Ordnung  dar,  so  sind  B0  =  0,  B.,=  0  Punkte  des  Trägers,  dagegen 
}\x  =  0   der  Pol   der  Geraden,   welche  J?0=0,    B.2  =  0   verbindet. 

227.  7>j  =  0,  B.2=0  sind  die  Gleichungen  von  zwei  Tan- 
genten des  Erzeugnisses,  dagegen  Z0  =  0  die  Gleichung  der  Be- 
rührungssehne derselben  oder  der  Polare  des  Schnittpunktes  der 
beiden  Tangenten. 

2'2S.  Die  Gleichung  der  Sekante  ist 
Z0-f%=0. 
Verbindet    man    einen   Schnittpunkt    dieser   Sekante    und    der   En- 
veloppe   mit   dem  Berührungspunkte   von  72  =0,   so  ist  die  Glei- 
chung dieser  Geraden 


Gebilde  zweiter  Ordnung.  51 

worin  k  durch  die  Bedingung  bestimmt  werden  muß,  daß  die 
Gerade  durch  einen  der  beiden  Schnittpunkte  von  LQ  —  f*  I,t  =•  ( > 
and   /.,---   4L,, L.,  =  0  geht. 

Sind   2>'0J    //n    /.'.,   die  speziellen  Werte  von   L(n    Lu  !.._,   für 
einen  dieser  Punkte,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des  Verhält 
nisses  zwischen  f  und  k  die  drei  Relationen: 

L\  -  kL',  =  0,     I\  -  f*L\  -  0,     L'*  -  4L'0L\2  =  0, 

mit  deren  Hilfe  man  r.  _  _i_  o  /• 

findet.     Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden   sind  sonach: 

7,+  2fL2=0,     Lt-2fL,=  0. 

Daraus  folgt:  Die  beiden  Strahlen  bilden  mit  den  beiden  Geraden 
7^  =  0,  72  =  0  ein  harmonisches  Strahl enbüschel,  denn  der  Wert 
des  Doppelverhältnisses  ist  gleich  —  1. 

22D.  Man  verbinde  die  Punkte  P  und  Pt  durch  eine  Gerade, 
welche  p  in  A  schneiden  möge,  und  bestimme  den  Px  zugeordneten 
harmonischen  Punkt  P4.  Zieht  man  die  Geraden  PP2  und  PP^ 
so  kann  man  zwei  weitere  Punkte  des  Kegelschnittes  finden.  Durch 
die  gegebenen  und  gefundenen  Punkte  ist  alsdann  die  Lage  des 
Kegelschnittes  vollständig  bestimmt. 

'.  PtP3  schneide  p1  in  -4n  dann  ist  der  P3  zugeordnete 
harmonische  Punkt  P4  ein  Punkt  der  gesuchten  Kurve.  Durch 
Verbindung  der  Punkte  P2  und  P3  findet  man  in  entsprechender 
Weise  einen  Punkt  P-  der  Kurve.  Zieht  man  ferner  die  Geraden 
P.,P4  und  PxP^,  so  lassen  sich  auf  denselben  zwei  weitere  Punkte 
P0  und  P7  des  Kegelschnittes  durch  Konstruktion  ermitteln.  Durch 
die  Punkte  P3,  P4,  P-,  Pr>,  P-  ist  aber  die  Lage  des  Kegelschnittes 
bestimmt. 

231.  Die  Gleichungen  der  beiden  Sekanten  sind: 

ai^+A(/i  +  4)  +  9Zfef1/;-o1 

27u+71(/,3+/4)  + 2/^/3/;=  0. 

Konstruiert  man  mit  Hilfe  derselben  ein  Vierseit,  so  findet  man 
leicht  die  Gleichung  der  Polare 

A>  l  (fef/Ö-Gi+Ä) \  +A(/if4-/i/s)+A  { fM-Q+fMrfi) )  =0. 

4* 
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232.  Die  Gleichung  der  Polare  ist 

demnach    ist    der    zugehörige    Pol    der    Schnittpunkl    der    beiden 

/„+/,/;-!-  /-,a2=o, 

/,,+  Lif*+  Z*ff*    0. 

233.  Mit  Hilf"  der  Lösungen  201  uml  205  l'm<l.  i  mar.  Leicht, 
da  die  tnvolutionsachse  die  Polare  des  tnvolutionscentrums  bezüg- 
lich des  Kegelschnittes  ist. 

234.  Jedem  Eckpunkl  des  Pascalschen  Sechsecks  entsprich! 
.•in.'  Seite  ■•  -  Brianchonschen  und  jeder  Keke  des  Brianelionselien 
Sechsecks  eine  Seite  des  Pasealschen.  Man  >Tsieh1  daraus  sofort, 
daß  die  Verbindungslinie  zweier  Ecken  des  Brianchonschen  Sechs- 
ecks  den  Schnittpunkt  der  beiden  entsprechenden  Seiten  zum  Pol 
hat.  Demnach  wird  auch  die  Pascalsche  Linie  die  Polare  des 
Brianchonschen  Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes  sein. 

235.  Die  Verbindungslinie  je  zweier  Diagonalpunkte  ist  die 
Polare  des  dritten  bezüglich  des  Kegelschnittes.  Die  Diagonaleck- 
1  mnkte  sind  demnach  die  Ecken  eines  Polardreiecks.  Von  den 
Diagonaleckpunkten  hegt  immer  der  eine  innerhalb,  die  beiden 
andern  außerhalb  des  Kegelschnittes.  Sind  die  drei  Diagonaleck- 
punkte gegeben,  so  lassen  sich  unendlich  viele  zugehörige  Vier- 
ecke   konstruieren,    deren    Seiten    Sehnen    des   Kegelschnittes    sind. 

236.  Jede  Diagonale  ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  der 
beiden  andern  bezüglich  des  Kegelschnittes.  Die  drei  Diagonalen 
bilden  sonach  ein  Polardreiseit.  Zwei  dieser  Diagonalen  schneiden 
den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten,  die  dritte  dagegen  in  imagi- 
nären Punkten. 

237.  Es  sei  L0-{-  Llf-\-  L2f2  =  0  die  Gleichung  des  Strahlen- 
büschels   und    der   gegebene   Pol   P   der   Schnittpunkt    der   beiden 

a  L0  +  L,  /•  +  L2f*  =0,    L0  +  Lx U  +  L2tf  =  0, 
dann  ist  die  Gleichung  der  Polare 

2J.0+  Ll(f1'\-f2)  +  2L2flf2=0, 

also    der   konjugierte  Pol   Q   der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 

L0  +  Lx  fx  +  L2f*  +  k(L0  +  LJ2  +  LJ*)  =  0, 

2J,0+Z1(f1  +  /l)  +  2X2/-l/-2=0. 
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Die  Doppelpunkte  <  1 » - 1-  [nvolution   >\n>\  diejenigen  Punkte,  in  denen 
die  Sekante 

von  den  beiden  Strahlen 

/,„  +  /.,/:,+  ^a8+l/*{2i0+X1(f1  +  fa)  +  2ia/i^)  =0, 
/,,+  /.,/;  +  T%ff-Vh\*l%  +  Lito+Q  +  lIifft]  — 0 

geschnitten  wird. 

238.  Die  Polaren  bilden  ein  Büschel  zweiter  Ordnung,  dessen 
Gleichtuig  ist 

+  y  -  4)  +  (-  3x  -  y  +  12)f+(3x  -  16y  +  9)f2  =  0. 
Dasselbe  wird  von  einem  Kegelschnitte  eingehüllt,  welcher  der 
Gleichung 

-  33x2  +  9Sxy  +  127 y2  +  96x  -  560?/  -f  144  =  0 
entspricht. 

239.  Der   geometrische    Ort    des    Poles    ist   ein    Kegelschnitt, 
«reicher  der  Gleichung 

749s8—  1298xy  +  608?/2-f  504z  -  450y  +  63  =  0 
entspricht. 

'2A <  K  Die  Gleichung  der  Enveloppe  ist 

2uv  -  2v2  +  24«  +  lr  +  7  =  0. 

Die  Strahlen  des  Büschels  werden  demnach  von  einer  Ellipse  ein- 
gehüllt. 

241.  Das   Büschel    der   konjugierten    Strahlen   entspricht    der 
Gleichung         4y  _  %  +  3  +  ^  _  4a;  +  12)  =  0, 

demnach  ist  die  Gleichung  des  Erzeugnisses 

x2  +  9xy  —  2y2-  5x  —  lly  +  6  —  0; 
dasselbe  ist  eine  Hyperbel. 

242.  Die  Gleichung  der  Kurve  ist 

4x2-f  6xy  -  90/— 116a;  +  270y  =  0. 

Die  den  Schnittpunkten  konjugierten  Pole  liegen  demnach  auf 
einer  Hyperbel.  Dieselbe  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Büschels 
und  durch  den  Pol  der  gegebenen  Geraden  bezüglich  des  Kegel- 
schnittes. 
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243    Die    konjugierten    Polaren    bilden    ein    Strahlenbüsche] 
■weiter  Ordnung,  dessen  Gleichung  ist 
90     |-460  +  (748$      lS6z+S5)f+{     242^     792a;  +  44)/* -0. 

13-14.  Im.'  Gerade  j>  möge  die  Seite  n,  in  8ti  die  Seite  s8  in 
S  die  Beite  >.  in  .V,  schneiden.  Verbindet  man  den  Punkt  P 
mit  den  Punkton  <S'n  Sj,  V  und  konstruiert  durch  jeden  dieser 
Punkte  den  der  Seit.,  des  Dreiecks  konjugierten  harmonischen 
Strahl,  so  erhall  man  noch  drei  Tangenten  des  gesuchten  Kegel 
schnittt'S,    l'her  die  Fortsetzung  der  Lösung  vergl.  Heft  II,  Lös.  664. 

2 15.  Nach  der  vorhergehenden  Lösung  kann  man  zunächst 
eine  dritte  und  eine  vierte  Tangente  ziehen  und  nach  Lösung  229 
einen  zweiten  Punkt  P2  des  gesuchten  Kegelschnittes  finden.  Dio 
vier  Tangenten  bilden  ein  vollständiges  Vierseit.  Verbindet  man 
Pj  oder  P2  mit  den  sechs  Ecken  desselben,  so  erhält  man  in 
jedem  Falle  drei  Strahlenpaare,  welche  in  Involution  sind.  Die 
Doppelstrahlen  der  Büschel  werden  Tangenten  in  Px  und  P2  sein. 

246.  Schneidet  p{  die  Tangente  t  in  St,  ferner  jp2  die  Tangente  t 
in  £2,  so  kann  man  sofort  durch  Sl  und  S2  zwei  Tangenten  des 
Kegelschnittes  c,  und  t2  ziehen.  Die  so  gefundenen  Tangenten 
können  dann  in  derselben  Weise  zur  Konstruktion  weiterer  Tan- 
genten benutzt  werden. 

247.  Man  ziehe  von  dem  Punkte  Px  Strahlen  nach  den  Ecken 
des  Polardreiecks,  verlängere  jeden  bis  zum  Schnitt  mit  der  Gegen- 
seite und  bestimme  durch  Konstruktion  auf  jedem  Strahle  den  Px 
konjugierten  harmonischen  Punkt.  Man  erhält  so  drei  Punkte  des 
Kegelschnittes,  die  mit  den  beiden  gegebenen  die  Kurve  vollständig 
bestimmen. 

248.  Die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  des  Polardreiecks 
von  einer  Tangente  geschnitten  werden,  lassen  sich  als  Mittel- 
punkte harmonischer  Strahlenbüschel  betrachten.  Auf  diese  Weise 
kann  man  beliebig  viele  Tangenten  des  gesuchten  Kegelschnittes 
konstruieren. 

249.  Die  Gerade  PC  möge  p  in  R  und  AB  in  S  schneiden, 
dann  liegen  die  beiden  Punkte,  welche  die  beiden  Strecken  PR 
und  CS  harmonisch  teilen,  auf  dem  zu  konstruierenden  Kegelschnitte. 
Verbindet  man  P  mit  A,  ferner  P  mit  P,  so  findet  man  in  gleicher 
Weise  noch  zwei  Punktpaare  des  Kegelschnittes. 
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250.  Verbindet  man  die  Punkte  A,  B ,  C,  I>  durch  gerade 
Linien,  so  erhält  man  ein  vollständiges  Viereck.  Die  Punkte,  in 
wichen  die  sechs  Seiten  desselben  die  Gerade  Px P.,  schneiden, 
befinden  sich  in  Involution.  Sind  M1  und  M2  die  Doppelpunkte 
der  involutorischen  Pnnktreihen,  so  werden  die  beiden  Punkte 
X  and  )',  welche  suwmhl  die  Strecke  Pt  P.,  als  die  Strecke  M1Mi 
harmonisch   teilen,    Punkte    des   zu  konstruierenden  Kegelschnittes. 

251.  Verbindet  man  zwei  der  gegebenen  fünf  Punkte  mit  den 
übrigen,  bo  erhält  man  drei  Strahlenpaare  von  zwei  projektivischen 
Strahlenbüscheln.  Ein  durch  P  gelegter  Strahl  wird  von  diesen 
Strahlenpaaren  in  drei  Punktpaaren  geschnitten.  Zu  diesen  Punkt- 
paaren bestimmt  man  die  Doppelpunkte,  dann  wird  der  Abstand 
zwischen  diesen  durch  den  Punkt  P  und  einen  Punkt  der  gesuchten 
Polare  harmonisch  geteilt.  Zieht  man  durch  P  einen  zweiten 
Strahl,  so  läßt  sich  auf  demselben  in  gleicher  Weise  ein  zweiter 
Punkt  der  Polare  finden. 

252.  Man  bestimme  zunächst  die  Berührungspunkte  der  ge- 
gebenen Tangenten,  dann  werden  durch  drei  Strahlenpaare,  welche 
sich  durch  dieselben  legen  lassen,  auf  der  Geraden  p  drei  Punkt- 
paare verzeichnet.  Konstruiert  man  in  den  Doppelpunkten  der 
Punktreihen,  zu  denen  diese  Punktpaare  gehören,  die  Tangenten, 
so  schneiden  sich  diese  in  dem  gesuchten  Pol. 

253.  Sind  die  Gleichungen  der  involutorischen  Strahlenbüschel 
L0x  +  M0y  +  N0  +  (X,  x  +  Mty  +  Nx)f+  (Ltx+  May  +  N2)f*  =  0, 
L0x  +  3I0y  +  \+(L1x+M1y-{-Nl)Jc-h(L2x-\-M2p  +  N2)Jc2==0, 
so  wird  die  Parametergleichung  entweder 

Lx  M0  -  LQMX  +  (/,, M0  -  L0M.2)  (/■+  *)  +  (LaMl  -  L.M^kf  =  0 
oder  f  —  Je  —  0 

sein.     Im  letzteren  Falle  würde  jeder  Strahl  mit  dem  entsprechen- 
den zusammenfallen. 

Beispiel.     5  -  (f  +  k)  -  9kf  =  0. 

254.  Die  Gleichung  der  Involutionsachse  ist 

=  0. 
Dieselbe   fällt   also   mit   der   unendlich   fernen  Geraden   zusammen. 


LQ     Lx 

Z2 

MQ    Mx 

Mt 

*o     *\ 

N* 
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_'...«    Die   Qleichang  einer   beliebigen    Sekante   der  Kurve    isl 
2(Z,fl     |   i/, .,      n     )■/,-}  .!/,;■  I  A,n/,  I  *,)  I  2(X,x  I  .1/,//  I  -v, ,/, /,,      0; 
derselben  entsprich!  «'in  Durchmesser,  wenn  die  beiden   Parameter 
der  Gleichung 

/,!/„       /„.V,    |   (/,.!/„       /„.»/..»./,    I    0  +  (/,il/,        /.,;!/,)/,/,•,       0 

genügen. 

256  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Durchmessers  <I<t  Kurve 
laßl   sich  auf  die  Gestall   bringen: 

a  1/,-    /..l/.M/,,-         l/„.-/  i   ZV0)-  2(2^-  /,„.!/,)(/.,,   I   .1/,//  I   A^l/ 

,  u /.,.!/,-  /...vji/,..  i  .1/,/zi  ay>-lm/.,.i/„  ■/■„ m»)i /■,'■!  ar,y+Ä;)}^-o. 

|)cr  Mit t . ■  1 1 » u 1 1 k t    i-t    daher  derjenige   l'imkl,   In  dem  sich  die 
drei  Geraden 
21  /.,.i/0      I.UM.M  LQx  +  af0y  +  JV0)  -  (LtM0-  L0Mt  |<  /.,,-  I   .!/,//  +  yt)      0, 
/  .  V,       / ,  Bf8)|  /  „,    i    .l/o/,  i   A„)  -  (  /.,  ,l/(1  -  /,,  ZKiXij,*  +  üf23/  +  2V2)  =  0, 
./...l/,       /,.!/,) •/.,,-  + J/^  +  iNT,)  -  2(£2Jf0-  L0Jf2)(i2a;  +  JfayH-y2)      0 
durchschneiden. 

Beispiel.     Die  Gleichung  eines  Durchmessers  ist: 
16.»-  4- 1 ly  +  15  +  (48a:  +  34.?/  +  44)/'+  (-  32a;  I  85*/  -  23)/*-  0; 
•  It'innach  sind  die  Koordinaten  des  gesuchten  Mittelpunktes: 

xi  =  —  TÖ      V\  =    _  17' 

257.  Die  Gleichungen  von  zwei  konjugierten  Durchmessern 
der  einhüllenden  Kurve  sind: 

8x  +  2  +  (14«  -  22v/  -  18)/"+  (13a;  +  11?/  +  14)/"2=  0, 
223-  22*/-  16  +  (66a;+  22//+  38)/"+  (22*  -  66?/  -  59)/,2==0. 

258.  Die  konjugierten  Durchmesser  der  Enveloppe  bilden  zwei 
konzentrische  involutorische  Strahlenbüschel,  deren  Doppelstrahlen 
die  gesuchten  Asymptoten  sind.  Die  Gleichung  eines  Durchmessers 
der  Kurve  läßt  sich  auf  die  Form  bringen 

49a;  -  29  y  +  23  +  (763  +  128?/  +  24)/%  =  0; 
demnach  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten: 

493  -  29y  +  23  +  (83  -  '^l 63) (76 3  +  128*/  +  24)  =  0, 
49x  -  29 y  +  23  +  (83  +  '^l/l63)(76x  +  128//  +  24)  =  0. 


i  rebilde  sweiter  <  Irdnnii  57 

259.  Die  gesuchten  Achsen  Bind  zwei  konjugierte  Durchmesser 
und  müssen  demnach  mit  den  beiden  Asymptoten  ein  harmonisches 
Strahlenhusche]  bilden;  da  sie  zu  einander  rechtwinklig  stehen,  so 
werden  sie  zugleich  die.  Halbierungslinien  der  Asymptotenwinkel 
sein.      Die   Gleichungen  derselhen  sind: 

(132  +  39|/ll)r  +  (66  +  2iyTl)//  -  48  -15|/ll 

V43362  +  130681/11 
t  1 3  2       3 9yH)  a;  +  (66  -  2 1  ]/ 1 1 |  //  -48  +  1 5]/lT 

1^43362  —  130681/il 
L'iin.  Sind  die  gegebenen  Punkte  Pn  P2,  P3,  P4,  P5,  so  lassen 
sich  zwei  derselben,  z.  B.  Pn  P2,  als  Mittelpunkte  zweier  projek- 
tivischen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  in  schiefer  Lage  betrachten, 
von  denen  drei  Strahlenpaai*e  bekannt  sind.  Zieht  man  durch 
jeden  der  Punkte  1\  und  P2  zu  je  einem  Strahl  des  einen  Büschels 
einen  parallelen  Strahl  und  bestimmt  den  entsprechenden  Strahl, 
so  hat  man  zwei  Paare  paralleler  Sehnen  und  kann  mit  Hilfe 
derselben  zwei  geometrische  Örter  des  gesuchten  Mittelpunktes 
konstruieren. 

261.  Man  konstruiert  -zunächst  zwei  Paare  paralleler  Sehnen 
und  mit  Hilfe  derselben  zwei  Paare  konjugierter  Durchmesser. 
Bestimmt  man  sodann  diejenigen  Strahlen,  welche  mit  jedem  der 
Paare  konjugierter  Durchmesser  ein  harmonisches  Strahlenbüschel 
bilden,  so  erhält  man  die  Asymptoten  der  Kurve  und  durch 
Halbierung  der  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel  die  Achsen. 

262.  Nach  der  vorhergehenden  Lösung  kann  man  zunächst 
die  Asymptoten  und  Achsen  der  Hyperbel  konstruieren.  Sodann 
legt  man  durch  den  Mittelpunkt  einen  Kreis,  auf  dem  die 
Schnittpunkte  mit  den  konjugierten  Durchmessern  zwei  projek- 
tivische  Punktreihen  zweiter  Ordnung  in  Involution  bilden.  Zieht 
man  durch  das  Involutionscentrum  eine  Sekante  in  den  Kreis,  so 
daß  der  Peripheriewinkel  über  derselben  gleich  a  wird,  so  erhält 
man  zwei  Punkte,  welche  auf  den  gesuchten  Durchmessern  liegen. 

263.  Bestimmt  man  für  zwei  aufeinander  folgende  Strahlen 
die  Berührungspunkte  und  verbindet  dieselben  durch  eine  gerade 
Linie,  so  ist  die  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der 
Tangenten   und   den   Halbierungspunkt   der  Berührungssehne  geht, 
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.•in  geometrischer  Ori  des  Mittelpunktes.  Zieht  man  sodann  awei 
Paare  konjugierter  Durohmesser,  so  werden  die  Strahlen,  welche 
mit  jedem  Durchmesserpaare  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  die 
Asymptoten  der  Enveloppe  Bein. 

Da  ein  Durchmesser  jede  ihm  konjugierte  Sehne  halbiert, 
so  t\;nm  man  mit  Hilfe  eines  jeden  der  gegebenen  Punkte  drei 
weitere  Punkte  der  Kurve  finden.  Lage  und  GestaH  <I«t  Kurve 
ach  demnach  bestimmen. 
L'ii.").  Verlängert  man  eine  der  gegehenen  Tangenten  l>is  zum 
Durchschnitt  mit  den  gegebenen  Durchmessern,  so  läßt  sieh  die 
Figur  zu  einein  der  gestiebten  Kurve  umschriebenen  Parallelogramm 
vervollständigen.  Mit  Hilfe  der  beiden  gegebenen  Tangenten  lassen 
sieli   demnach  sechs  andere  Tangenten   durch  Konstruktion  ermitteln. 

266.  siehe  Lösung  204. 

267.  Man  findet  leicht  ein  zweites  Paar  konjugierter  Durch- 
messer  and  hat  dann  zunächst  das  Strahlenpaar  zu  konstruieren, 
welches  mit  jedem  Paar  konjugierter  Durchmesser  ein  harmonisches 
Strahlenbüschel   bildet. 

2i')S.  Diu  gegebenen  Stücke  lassen  sich  zur  Konstruktion  eines 
Pascalschen  Sechsecks  verwenden.  Über  die  weitere  Ausführung 
der  Konstruktion  siehe  die  Aufl.   251. 

269.  Verbindet  man  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  aufeinander 
folgenden  Tangenten  mit  dem  gegebenen  Mittelpunkte,  so  kann 
man  ein  Brianchonscb.es  Sechseck  konsumieren,  welches  sich  zur 
Entwickelung  des  gesuchten  Resultates  verwenden  läßt.  Vergl. 
Aufl.  252. 

270.  Zur  Bestimmung  der  Koordinaten  der  betreffenden  Mittel- 
punkte lassen  sich  die  Gleichungen  aufstellen: 

F(x2  -  f)  +  2Ey  -  2.Dar  +  A  -  C  —  0, 

Fxy-Dy-Ex  +  B=0, 
Ä  =  a1i—  4a0a2,     B  =  a^  —  2(a2b0  +  a0b2), 
C  =  b2  —  4b0&2,      D  =  axcx  —  2(a2c0  +  «o^X 
E=\c1-  2(b2c0+bQc2),     F=ct2-4:C0c2 
ist.      Diese    Mittelpunkte    sind    die    Brennpunkte    des    Trägers    der 
Punktreihe.     Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ersieht  man  sofort, 
daß  eine  Kurve  2.  Ordnung  im  allgemeinen  vier  Brennpunkte  be- 
sitzt, von  denen  zwei  reell,  zwei  imaginär  sind. 
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27  1.  Da  in  diesem  Falle  F  =  0  ist,  so  nehmen  die  aufgestellten 
Gleichungen  die  Gestalt  an: 

2Ey  —  2Dx  +  A  -  C  =-  0, 
Dil  -f  Ex  -5  =  0. 

Die  Parabel  besitzt  demnach  nur  einen  endlichen  reellen  Brenn- 
punkt. 

Beispiel,     x  =  2™,     y  =~  ',' ■ 

272.  Der  Strahl  wird  dem  Büschel  angehören,  wenn  die 
Resultante  der  beiden  Gleichungen 

f\iLt  -  M2)  +  f(iLx  -  Mx)  +  iL0  -  M0  =  0, 
f2  (N9  4-  L2  [x,  +  iyj)  +  f{Nx  +  Lx  [x,  +  iyj)  +  N0  +  L0  {xx  4-  iyt)  -  0 

gleich  Null  ist.  Setzt  man  in  dieser  Bedingungsgleichung  sowohl 
den  reellen  als  auch  den  imaginären  Teil  gleich  Null,  so  lassen 
sich  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  x1 ,  yx  die  Koordinaten  der 
Brennpunkte  der  Enveloppe  berechnen. 

273.  Zwei  entsprechende  Punkte  auf  der  Hauptachse  sind: 

,20        „3 

X  =  —  j      X    =  -  xx. 
xx  4 

Die  Schnittpunkte  bilden  demnach  zwei  entgegengesetzt  verlaufende 
konjektivische  Punktreihen,  welche  in  Involution  sind.    Die  Doppel- 
punkte derselben  sind  die  Brennpunkte  der  Kurve. 
Ferner  sind  k 

¥  =  — i    y  =  -  Zyi 

zwei  entsprechende  Punkte  auf  der  Nebenachse.  Die  Schnittpunkte 
auf  der  Nebenachse  bilden  sonach  zwei  gleichstimmig  verlaufende 
konjektivische  Punktreihen  in  Involution.  Reelle  Doppelpunkte 
können  dieselben  nicht  besitzen. 

274.  Tangente  und  Normale  schneiden  die  Hauptachse  in  zwei 
entsprechenden  Punkten  zweier  konjekti vischen  Punktreihen,  welche 
in  Involution  sind.  Die  Strecke  zwischen  diesen  beiden  Punkten 
wird  durch  die  beiden  Brennpunkte  harmonisch  geteilt. 

275.  Da  M  der  Pol  von  PF  ist,  so  sind  MF  und  PF  zwei 
konjugierte  Gerade,  sie  müssen  sich  demnach  rechtwinklig  durch- 
schneiden. 


(;i  i  i ;. ■lnl.lt>  zwcitiT  i  hrdnnng, 

Betrachtet  man  >li<'  <'in<'  Direktrii  des  Kegelschnittes  als 
I  \.  h  .  ,  das  vom  Brennpunkl  auf  diese  gefällte  1  j< » t  als  \  ^.chse, 
so  ist   die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

|   ,,r         .         2*d»a;  +  *8<J".    0, 
die  des  Kreises  (,       j^+yt-  r* 

Die   Enveloppe  entsprich!   der  Gleichung: 

JrM-        /■■('■'        lrr\>r    \    >  M'-V" -{    2 /,-/*(•/■        fc>         Irr        0; 

*  r8 
dieselbe  is1   ein  Kreis,  dessen  Radius  gleich  und  dessen  Mittel 

punktsgleichung  r2      /.■■ 

— — u  —  1=0 

ist 

277.  Die   Pole  liegen  auf  einer  Geraden 

.\>  +  MI.  r       .i//,-  =  0, 
welch«'   durch   den  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  geht. 

278.  Die  drei  gegebenen    Punkte  können  zu  einer  Punktreihe 
_'.  Ordnung  gehörend  betrachtet  werden,  welche  der  Gleichung 

",,"  +  M  +  1  +  (",''  +  \v  +  <\)f+  (a2u  +  h,r  +  1)/'"=  0 
entspricht.     Alan   bestimmt  die  unbekannten  Größen  an  /', ,  ■*',  mit 
Hilfe  der  Gleichungen: 

ao+aj+asf*  b0+bj+btf* 

":!     l  +  ^+f*  '   'ä     i  +  cj+r ' 

>"f         t'V',0  -  (&i2-  460-V)  -  2  {"ici—  2 («2+  <V>}« 
+  2  { 6lCl  -  2(b2  +  60)  }  6  +  (ct  -  4)(a2  -  62)  =  0, 

"l/',       -"'A  +  "„'',)-  {b1cl-2(b2  +  b0))a-  \alCl-  2(a2  +  a0)\  & 

+  (c12-4)a&  =  0 
nach   vorausgegangener    Elimination   von  /'.      Da    die    Eliminations- 
gleichungen  bezüglich   der  Unbekannten   vom   zweiten  Grade   sind, 
so  werden  sich  vier  Kurven  2.  Ordnung  konstruieren  lassen,  welche 
der  gestellten  Anforderung  genügen. 

279.  Die  Gleichungen,  welche  sich  zur  Bestimmung  der  kon- 
stanten Koeffizienten  in  der  Gleichung 

Au*  +  2Buv  +  Cv2+  2Bu  -f  2Ev  -f  F=  0 
aufsteilen  lassen,  sind  linear.     Es  existiert  demnach  nur  ein  Kegel- 
schnitt,  welcher   der  Anforderung  der  Aufgabe  genügt,   und  zwar 
ist  dieser  eine  Ellipse,  welche   der  Gleichung 


Gebilde  zweiter  Ordnung.  Q\ 

53u*-f  ',::/-'+  941?/   -    307«  -  2920  =  0 
entspricht. 

280.  Mit  ffilfe  der  Gleichungen 

A  -  C  -  2I)x,  +  2Eyx  +  Ffo2  -  y*)  -  0, 
B-JE^-Dfc  +  l^ft^O, 

4  _  c  -  27)r2  +  2^i/2  +  F{,y  -  y2*)  =  0, 

B  —  i>;.r2  —  Diu,  +  i-V.  ?/._,  —  0 

:•   sich  die   Verhältnisse  der  Konstanten 

4  -  C,  B,  D,  E:   F 

eindeutig   bestimmen.     Da    die   Differenz    der   Koeffizienten   von  n'~ 

und   r2  unveränderlich  sein  muß  für  alle  Kurven  des  Systems,  so 

folgt,  daß  der  Gleichung 

(A  +  fc)«2+  2/?wr  +  (C  +  k)v*+  2T>u  +  2£v  +  F  =  0 
ein   System  konfokaler  Kegelschnitte  entspricht,   wenn  man  Je  alle 
möglichen  reellen  Werte  erteilt. 

281.  Entspricht  das  System  der  konfokalen  Kegelschnitte  der 
Gleichung 

(A  -f  fc)u*+  2Buv  +  (C  +  J;)v2  +  2 Dt*  +  2Ev  +  F=0, 

so  läßt  sich  die  Gleichung  des  Tangentenpaares,  welches  sich  von 
einem  Punkte  {xl,  y^  an  eine  Kurve  des  Systems  legen  läßt,  auf 
die  Form  bringen: 
^+Ä--2i)r1+F^12)(y-y1)2-2(5-^1-X»Z/1+F^?/1)0/-.v1)(r-r1) 

+  (C  +  *  -  2Eyx  +  F<O0  -  *i)8  -  0; 
demnach  ist  die  Gleichung  des  Linienpaares,  welches  die  von  den 
Tangenten  gebildeten  Winkel  halbiert: 

{  y+A-C-2Dx1+2Ey1  +  F(x1*-y1>)  (  )(  , 

U/       Vi)  +  B-Ex,-  Dy,  +  FxiVl  ^      *iAV      Jl) 

-  0*  -  *i)2  =  o. 
Da  diese  letztere  Relation  unabhängig  ist  von  der  Variabein  &,  so 
folgt,  daß  die  Winkel,  welche  von  den  aus  einem  Punkte  an  die 
Kurven    eines    konfokalen    Systems    gezogenen    Tangenten    gebildet 
werden,  durch  ein  und  dasselbe  Linienpaar  halbiert  werden. 

282.  Zur  Bestimmung  von  k  läßt  sich  die  Gleichung 
(3-^-2*  +  3xl9l)*-(2+h-4:z1+3x*)(5+Jc-29l+3y1i)==0 

aufstellen,  welche  bei  Einsetzung  der  gegebenen  Werte  die  Gestalt 
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|    STA" 
annimmt     Da    dieselbe    vom    zweiten   Grade    ist,   so    werden   zwei 
Kurven   des   Systems   durch   den    gegebenen   Punki    gehen   müssen. 
Dieselben  entsprechen  der  Gleichung: 

>••''  ,,„,+±^'       IW4.+2.  +  ».    0. 

283.  Bntsprichl  das  System  konfokaler  Kegelschnitte  der 
Gleichung 

,       ■    , ■   ,   2Buv  +  (C+h)v*+2Du  +  2Ev  +  F=0, 

in. 1  die  Koordinaten  eines  Poles  bezüglich  einer  beliebigen 
Kurv.'  dieses  Systems: 

DLX  +  /•:.!/, -i-  r.\\ 

_BLi+  (C  +  k)M1+_ENl 
y~        UL{  +  EMX  +  FNX 

Durch   Elimination    von    Je   ergiebt   sich   als  Gleichung  des   geome- 
trischen Ortes 

Mt  1 1>  L,  +  Elf,  +  FNx)x  -  ^(DX,  +  EM,  +  JOi)y 
+  XA^A  +  CM,  +  ENX)  -  MX{ALX  +  BM,  +  DN,)  =  0. 

Die  Pole   liegen   demnach   auf  einer  Geraden,   welche  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  lotrecht  steht. 

284.  Man  zieht  zunächst  die  zweite  Direktrix  und  bestimmt 
sodann  die  beiden  Scheitel  der  Kmwe,  d.  h.  diejenigen  Punkte, 
welche  die  beiden  Strecken  zwischen  je  einem  Brennpunkt  und  der 
zugehörigen  Direktrix  harmonisch  teilen. 

285.  Teilt  man  den  Abstand  des  Brennpunktes  von  der 
Direktrix  nach  dem  durch  die  gegebenen  Stücke  bekannten  Ver- 
hältnis, so  erhält  man  den  einen  Scheitel.  Der  diesem  Punkte 
zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  der  zweite  Scheitel. 

286.  Man  findet  leicht  den  Berührungspunkt  der  gegebenen 
Tangente  und  kann  somit  die  Lösung  dieser  Aufgabe  auf  die  der 
vorigen  zurückführen. 

287.  Verbindet  man  F  mit  Px  und  mit  dem  Schnittpunkt  der 
beiden  gegebenen  Tangenten,  so  kann  man  zwei  geometrische  Örter 
für  den  zweiten  Brennpunkt  konstruieren. 
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288.  Durch  je  zwei  der  gegebenen  Punkte  läßt  sich  ein  Kreis 
Legen,  welcher  ein  geometrischer  Ort  des  der  Direktrix  zogehörenden 
Brennpunktes  ist 

289.  Über    dem  Abschnitt    der    Geraden  t,    welcher   von    den 
beiden  Direktrixen  begrenzt  ist,  als  Grundlinie  läßt  sich  ein  gleich 
schenkliges  Dreieck  konstruieren,  dessen  Schenkel  durch  die  Brenn- 
punkte des  Kegelschnittes  gehen.     Wie  findet  man  die  Spitze  dieses 
Dreiecks? 

290.  Das  Büschel  entspricht  der  Gleichung 

/,,/.',--  A  7/1i2=0, 
wenn  k  alle   möglichen  reellen  Werte  erteilt  werden. 

291.  Der  Gleichung  entspricht  eine  Kegelschnittschar.  Die 
•  il-ichungen  der  Ecken  des  umschriebenen  Vierecks  sind: 

o, u  +  bY i •  +  1  =  0,      a2u  +  h2v  +  1=0,      a\u  +  b\v  +  1  =  0, 

a'2u  +  b'.,v  +1=0. 
Mit  Hilfe    derselben  lassen  sich  die  Koordinaten  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  aller  Kegelschnitte  der  Schar  berechnen. 

292.  Ein  Punktpaar  entspricht  der  Gleichung: 

0  -  thy  [  { Mx  M ',  -  (M,  X',  +  M  \  X,)  v,  +  X,  N'2 rx2 } 

-  f[M\M%-  {M\Nt  +  JK8JV>1  +  B'Mvfn 

(„  _ ujiv-vjl |  (LJt^L'JMQ -  (Mt  X'2+M'2N1)u1-(LlX,2+L'2X1)v1+  2X,  X > ,  ,-, 

-  f[ (L\ M.,  +  1.2M\)  -  (X\X2  +  M2X\)xh  -  {L\ X2  +  L2X\) r,  +  2X\  X,u,  vx  j 

+  (v  -  vty[ |  L, L\ -  {Lx X'2  +  L'Mut  +  X{ N's »* | 

-  f{L'lL.,-(L'lX2^L.iX\)ul  +  X\X^}}  =  0. 

Die  Schnittpunkte  bilden   demnach  zwei  projektivische  Punktreihen, 

welche  in  Involution   sind. 

293.  Die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Kegelschnitte  sind 
die  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihen,  in  denen  die 
Gerade  von  den  Kurven  des  Büschels  geschnitten  wird.  Es  werden 
sich  also  im  allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  bestimmen  lassen, 
welche  der  Anforderung  der  Aufgabe  genügen.  Die  Gleichung  der 
involutorischen  Punktreihen  ist: 

8(w  +  2)2+  150  +  2)0  -  2)  +  70  -  2)2 

=  f{  210  +  2j2+  400  +  2)0  -  2)  +  160  -  2)2}; 

demnach   entsprechen   die   gesuchten   Kegelschnitte   der  Gleichung: 

128(x-y-l)(x-2y+3)-(25±Y561)(2x-y  +  l)(2x  +  y-3)  =  0. 
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294.  Die  Gleichung  dea  Tangentenpaaree  Lal  i  rieh  auf  die 
Form  bringen: 

■;/|r       ,/,    |  ft',)^**)-  ftb\  6S     i//,  I  M".  H-//,"-'|i 

IH.'/-//,i:|"1'',-f  "','<,      (61   !   '/,)r1-(a1+«'2Vi  +  2.'',."1l 

/!</,/',  4  «,''\~  (^   -I  ■'',>■',  '"',  +  "*).'/,  +-*■'■,.'/,  l; 

^{[flja',  ..*,  1  .»'.»./,-f -.'V-I-/I"'.",-  ("',  1  ",).'', •'- ''•.'"'!)  0. 
Die  sämtlichen  Tangenten,  welche  sicli  von  dem  ^egeltenen  Punkt«! 
an  die  Kegelschnitte  legen  lassen,  bilden  demnach  zwei  konzen- 
trische projektivi8Che  Strahlenbüschel,  welche  sich  in  Involution 
befinden. 

>     Die    gesuchten    Kegelschnitte    werden    in    dem    gegebenen 

Punkt«'    von   den    Doppelstrahlen   der   konzentrischen   involutorischen 

Strahlenbüschel    berührt;   sie   entsprechen  demnach  der  Gleichung: 

•2(1?;  +  hv  +  1)(-  lu  —  Sv  +  1) 

4-  (153  ±  91/285  )(■    2«  +  lv  +  l)(4w  -  lv  +  l)  =  0. 

.  Die  Kegelschnitte,  welche  von  den  Geraden  G{  und  «/., 
in  den  gegebenen  Punkten  berührt  werden,  können  als  ein  Büschel 
oder  als  eine  Schar  betrachtet  werden. 

a  1   Die  Gleichung  des  Büschels  läßt  sich  in  die  Form 
12//  -  x  -  8) (y  -  2x  +  6)  -  f(y  -  6a;  +  18)2  =  0 
bringen;    daher   entspricht   der  Kegelschnitt,   welcher   von   der  Ge- 
raden  x  +  1=0  berührt  wird,  der  Gleichung: 

3520(20  —x  -  8) (2/  -  2a;  +  6)  +  529(#  -  6«  +  18)2  =  0. 
b)  Die  Gleichung  der  Schar  ist  in  Linienkoordinaten: 
(4m  +  Gr  4  l)(3u  +  1)  -  f(6 :,,«  -f  7  \v  +  l)2=  0, 
demnach  ist  die  des  gesuchten  Kegelschnittes: 

704(4?/  4-  6fl  +  l)(3w  +  1)  -  27(20«  +  22t»  +  3)2  =  0. 

297.  Die   Gleichungen   der  Ecken   des  Kardinaldreiecks   sind: 

4m  —  5r  4- 1  =  0,     5w  +  4v4-l=0, 

die  der  Seiten:  iä9M  +  sM^  +  1  =  °' 

33«7  —  25«  —  7  =  0,  212/ 4- 31a;  — 19  =  0, 

y  —  9  a;  +  41  =  0. 

298.  16?/  -  29a-  +  23  =  0,  3y  —  8a;  4-  32  =  0, 

8311?/  —  5971a;  -  7271  =  0. 


Gebilde  zweiter  Ordnung.  ß5 

299.  Man    erhält    in    diesem    Falle    unendlich    viele    Kardinal 
dreiseite,    indem    man   je    zwei   konjugierte   Pole   auf  der  Geraden 
y  —  6a;  +  18  =  0    mit    dem    Berührungspol    20«  -f-  22«  +  3  =  0 
verbindet.     Zwei  derselben  schrumpfen  in  die  beiden  Geraden 

2//  -  %  —  8  =  0  und  y  —  2a;  +  6  =  0 
zusammen. 

.■')<'().  Die  Polaren  des  gegebenen  Punktes  bilden  ein  Büschel, 
dessen  Gleichung 

21a-  +  42?/  -  56  -  /"(118a;  +  186«/  -  14)  =  0 

ist;  demnach  sind  die  Koordinaten  des  konjugierten  Poles: 

■'\l~~~~'  ~~    "iE»        lJ-2  =   "75" 

301.  1194?/  —  11339a;  -f  29094  =  0. 

302.  Der  geometrische  Ort  ist  eine  Gerade,  deren  Koordinaten 
durch  die  Gleichungen 

\  (a,  +  a\)u  +  ift  +  b'a)v  +1=0, 

bestimmt  sind.  Die  Lage  der  Geraden  läßt  sich  leicht  bestimmen. 
Auf  welche  Weise?  Diese  Gerade  ist  der  unendlich  fernen  Geraden 
konjugiert. 

303.  Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  der  Gleichung 

16  s1  +  xy  +  3?/2  -  94a;  -  7v/  +  30  =  0 

entspricht.     Derselbe   geht   durch   die  Ecken   des  Kardinaldreiecks. 

304.  Der  Kegelschnitt  degeneriert  in  zwei  Gerade.  Die  eine 
Gerade  fällt  mit  der  Seite  des  Kardinaldreiecks  zusammen,  welche 
dem  Eckpunkte,  durch  welchen  die  gegebene  Gerade  geht,  gegen- 
über liegt.  Die  zweite  Gerade  bildet  mit  der  gegebenen  Geraden 
und  den  beiden  andern  Seiten  des  Kardinaldreiecks  ein  harmonisches 
Büschel.  Die  Rechnung  ist  für  den  Fall  durchzuführen,  daß  die 
Gleichung  der  gegebenen   Geraden 

ist.  s  -  3y  +  7  =  0 

305.  Die  konjugierten  Strahlen  bilden  ein  Büschel  zweiter 
Ordnung,  welches  der  Gleichung 

11  oehheim  ,  Aufgabt  u  a.  d.  anal.  (reometrn-.   111.    H.  5 
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4x+29|     in         ■■  (321s+114y     L104)tg8g>  — 0 

entspricht     Dasselbe   wird   demnach   von   einem    Kegelschnitt    ein 
gehüllt,  dessen  Gleichung  ist: 

(4.-    |  •_'«.»//       UM  1 2sir +  456»/ -4416)  + (377s- 39«-  1248)*=  0. 

306.  Die    Gleichungen    der    beiden    projektivischen    Strahlen 

büschel    sind: 

92«  +  32y  -  62  -  f(97x  +  153//  -  11)  =  0, 
7.r  +  11*/  -  23  -  f(56x  +  88//    -  8)  =  0; 
demnach  die  des  Erzeugnisses: 

553/-'+  1590.1-»/  +  1133/-  1340«  -  20727/  +  243  -  0. 
In  welcher  Beziehung  würden  die   beiden   projektivischen  Strahlen- 
büschel   zu   einander  stellen,   wenn   die  Verbindungslinie  der  beiden 
gegebenen    Punkte    durch    einen    Kardinalpunkt    des    Kegelschnitt- 
büsohels  ginge? 

307.  Die  Gleichungen  der  beiden  projektivischen  Punktreiben 
sind:  20«  +  32«  +  12  — /"(v  +  3)  =  0, 

22»  +  34t>  +  12  -  f(l2«  -  Iv  +  3)  =  0; 
demnach  ist  die  des  Erzeugnisses: 

40»r  +  37  uv  —  43f8+  23m  —  17  r  —  0. 
Verbindet  man  also  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  projektivischen 
Punktreiben  durch  gerade  Linien,  so  bilden  diese  ein  Strahlen- 
büschel  zweiter  Ordnung,  welches  von  einer  Parabel  eingehüllt 
wird.  Wie  würde  sich  das  Resultat  gestalten,  wenn  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  gegebenen  Geraden  auf  einer  Seite  des  Kardinal  - 
dreiseits  der  gegebenen  Kegelschnittschar  läge? 

308.  Die  Gleichungen   der   projektivischen   Punktreihen   sind: 

hu  +  lOr  +  5  —  f(8u  +  14l>  +  10)  =  0, 
10«  +  5v  +  /"(24m  -  3v  +  15)  =  0; 
demnach  werden  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  von 
einem   Kegelschnitte    eingehüllt,    dessen    Gleichung    in    Linienkoor- 
dinaten die  Form 

40«-+  81m«  +  8r2  +  59«  +  37  v  +  15  =  0 
besitzt. 

309.  Die    Gleichungen     der    projektivischen     Strahlenbüschel 
sind: 
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5x  +  y  -10-  f{x  -  3)  =  0, 

14*  +  &y  -  44  -  f(y  +  2)  =  0; 

demnach  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechend«!-  Strahlen  auf  einer 

Hyperbel,  deren  Gleichung 

14x2+  xy  -  y2-  96x  -  lOy  +  152  =  0 
ist. 

310.  Die  Verbindungslinien  bilden  ein  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung,  dessen  Gleichung 

L2x  +  M2y  +  N%  -  f(L'xz  +  M\y  +  N\)  =  0 
ist.     Der  Mittelpunkt   dieses  Büschels   liegt    auf  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern  Grundpunkte. 

311.  Führt  man  statt  der  Punktkoordinaten  Linienkoordinaten 
ein,  so  findet  man  durch  eine  ähnliche  Entwicklung  wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe,  daß  der  geometrische  Ort  eine  gerade 
Linie  ist,  welche  durch  den  Schnittpunkt  derjenigen  Grundlinien 
geht,  die  den  Kegelschnitt  K  nicht  berühren. 

312.  Die  Durchmesser  sind  die  Polaren  des  unendlich  fernen 
Punktes  der  Geraden  g  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels, 
sie  bilden  demnach  ein  Büschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt 
der  jenem  unendlich  fernen  Punkte  konjugierte  Punkt  ist. 

313.  Das  Strahlenbüschel  gehört  der  zweiten  Ordnung  an  und 
wird  von  einer  Parabel  eingehüllt,  deren  Gleichung  ist: 

t-  (EM  -  D)uv  -  DMv2-  (B  +  GM)u  -f  (A  +  BM)v  =  0. 

314.  Das  Doppelverhältnis  der  vier  Schnittpunkte  hat  den  Wert 
2ÄlC2  +  2A2Cl  -  BxBt  +  VB* -  4.A.C,  VbJ'^Ja^ 

2A1C2+2A2C1  -  B.B.-YB^-  ^CW/B^-iA^C, 

wpnn 

Ax  =  C  -  2Fi\  +  Fe,2,    A2  =  C  -  2E\  +  F\\ 

Bl  =  2(B-Eu1-Drl  +  Fu1cl),   B2  =  2(B'-E'ul-  ///-,  +  h'nl  /-,  |, 

C.  =  A  -  2I)u.  +  Fu.\     C,  =  Ä  -  2D' a,  +  F'u* 
ist. 

315.  Sind  ?/j,  ?j  die  Koordinaten  einer  Geraden,  so  sind  die 
Gleichungen  der  Punktpaare,  in  denen  dieselbe  die  gegebenen 
Kegelschnitte  schneidet : 

(C-2Evl+Fvl%u—ul)*—2(B-Eul—I)v1+Fulvl)(u—ul)(v-v1) 

+  (A  -27)«/+  *V)(»-*i)*=Oi 

(Cl-2Elvl+Flvl2)(u-u1f-2(Bl-Flu1-J)1cl+Flulc1  (*-««,  |<  V-vt  | 

+  (Ax  -  2i>lM|  +  Ftu*)ty  -  r,)2=  0. 

5J 
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Sollen   diese    beiden    Punktpaare   harmonisch   zu  einander   Bein,   so 
müssen  die  Koordinaten  der  Geraden  ■••,.  •,  der  Bedingung  gleichung 

(<  i\      2EEi+i  ■   21  /</,   I    /',/'      (BFt  I    BlF))ulvJ 

i/',      2DD,  I  .1,/wv  i-ü  ;/;/■:,  (   /;,/■;     [CD,  \  (\in\u, 

ren.  Das  Strahlenbüsche]  gehörl  demnach  der  zweiten  Ordnung 
an  und  wird   von  einem   Kegelschnitte  eingehüllt. 

:;  H">.   Vertausch!  man  in  dem  Ausdrucke,  welcherin  Lösung 31  1 
aufgestellt    wurde,    die    Linienkoordinaten    »,,  >\    mil    den    PunW 
Koordinaten   xu  //, .    ao   erhall    man    den   Werl    des   Doppelverhall 
oisses  der  vier  Strahlen. 

.".17.   Man  gelang!  zudem  Resultate,  wenn  man  in  Lösung  315 
Punkt    und  Linienkoordinaten  miteinander  vertauscht.     Der  geome 
bische  Ori    is1    demnach   ein   Kegelschnitt,  welcher  der  Gleichung 

;       2  / ' /:,  +  (\  F)xi  +  2  {  DE,  +  Z>, E  -  (BF,  +  BtF ) }  xy 
+  (.4  l\  -2J> /),  +  Ax F)>f  +  2  !  B B,  +  7,*, E  -  (CJ\  4 -  <\  l>  !  % 
+  2{BD1  +  BtD-  (.0:,+ A^')!."+^'i-  2J3J31+41C=0 
entspricht, 

318.  Zwei  beliebige  der  gegebenen  Grundlinien  lassen  sich 
als  Träger  von  (ähnlichen)  projektivischen  Punktreihen,  deren 
Gegenpunkte  in  der  Unendlichkeit  liegen,  ansehen.  Von  diesen 
Punktreihen  sind  drei  Punktpaare  bekannt,  demnach  läßt  sich  zu 
jedem  Punkte  der  einen  Reihe  der  entsprechende  der  andern  finden. 
Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  aber  werden  Tangenten 
der  Parabel  sein. 

319.  Die  Tangenten  bilden  mit  der  Asymptote  ein  der  Hyperbel 
umschriebenes  Fünfeck.  Bestimmt  man  nach  Heft  n,  Lösung  CG5 
die  Berührungspunkte  von  zwei  Tangenten,  so  kann  man  zwei 
Punkte  der  zweiten  Asymptote  finden.  Ferner  lassen  sich  zwei 
der  gegebenen  Tangenten  als  Träger  projektivischer  Punktreihen 
betrachten,  auf  denen  drei  entsprechende  Punktpaare  gegeben 
sind.  Ein  viertes  Punktpaar  läßt  sich  demnach  finden  und  somit 
eine  weitere  Tangente  ziehen. 

320.  Verbindet  man  jeden  der  Punkte  A  und  B  mit  den 
Punkten  C   und  D   und   zieht   ferner    durch  A   und   B   Parallelen 
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zu  der  Geraden  </,  so  erhalt  man  drei  Strahlenpaare  von  zwei 
projektivischen  Strahlenbüscheln,  deren  Erzeugnis  die  gesuchte 
Hyperbel  ist. 

321.  AB  und  BC  Lassen  sich  als  Träger  zweier  ähnlichen 
projektivischen  Punktreihen  betrachten,  deren  Erzeugnis  die  gesuchte 
Parabel  Ist.  Drei  Punktpaare  sind  bekannt,  nämlich  B  und  Z>, 
.1  und  <\  endlich  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Träger, 
die  Parabel  ist  sonach  bestimmt. 

322.  Ivs  seien  A  und  B  die  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel, 
welche  die  Hyperbel  erzeugen.  Bekannt  sind  drei  Strahlenpaare 
AC  und  BC,  ferner  die  Strahlen,  welche  man  durch  A  und  B 
zu  den  gegebenen  Geraden  gl  und  g.2  parallel  ziehen  kann. 

323.  Verbindet  man  P  mit  den  Endpunkten  des  Durchmessers  (7, 
so  erhält  man  die  Richtungen  eines  zweiten  Paares  konjugierter 
iMuvhniesser.  Die  konjugierten  Durchmesser  bilden  zwei  konzen- 
trische involutorische  Strahlenbüschel,  in  denen  diejenigen  ent- 
sprechenden Strahlen,  welche  aufeinander  lotrecht  stehen,  die  ge- 
suchten Achsen  sind. 

324.  Man  zieht  zunächst  durch  P  eine  Gerade,  welche  gx  in 
Au  g%  in  A\  schneiden  möge,  so  daß  A1P  =  PA2  wird.  Ist  0 
der  Schnittpunkt  von  gi  und  g2,  so  werden  sich  auf  diesen  beiden 
Geraden,  die  als  Träger  projektivischer  Punktreihen  anzusehen 
sind,  zwei  entsprechende  Punkte  l?l7  B2  sehr  leicht  finden  lassen, 
da  OAl.OAi=OB1.OB2  sein  muß. 

325.  Die  Enveloppe  ist  eine  Kurve  dritter  Klasse  und  zwar 
entspricht  dieselbe  der  Gleichung 

F(u  -  v)(L  —  M){L  —  Nu)(Nv  -  31) 
+  (DMu  -  2EMv  +  DLv){L  -  Nu)(Mu  -  Lv) 
4-  (EM«  -  2DLu  +  ELv)(Nv  -  M)(Mu  -  1. 
+  |  {AL  -  BM)u  -  {BL  -  CM)v\  (Mu  -  Lv)2=  0. 

326.  Da  je  zwei  entsprechende  Strahlen  bezüglich  des  zu 
konstruierenden  Kegelschnittes  konjugiert  sein  sollen,  so  müssen 
die  beiden  Doppelstrahlen  Tangenten  des  Kegelschnittes  sein.  Man 
bestimmt  demnach  zunächst  die  Doppelstrahlen.  Sind  diese  reell, 
so  handelt  es  sich  darum,  einen  Kegelschnitt  zu  konstruieren,  der 
von  fünf  gegebenen  Geraden  berührt  wird. 
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'.VJ1.   Der  kd  konstruierende  Kegelschnitt  muß  durch  die  beiden 
Doppelpunkte   der  inyolutoriachen  Punktreihen  gehen.     Sind  diese 
Doppelpunkte  reell,  bo  Lftßl  sich  die  Lösung  der  Aufgabe  zurüos 
fuhren  auf  Befl   II,  Lösung  660. 

328.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  von  drei  Geraden  In. rührt 
wird,  entspricht  im  allgemeineii  einer  Gleielmng  von  der  Form 
(ix  +  fA,  +  kA,)ir  +  2(  /.",  +  fB%  +  ki:.)«r  +  (/',  +  fCi  +  hC^v* 
+  2(pi+fD9+kDi)u  +  2(E1+fEa+kEfi)v  +  Fl+fFi+kFa=0, 
in  der  f  und  k  als  veränderliche  Koeffizienten  anzusehen  sind.  Da 
die  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihen  auf  dem  Kegel- 
Bchnitte  liegen  Bollen,  so  lassen  sieh  zur  Bestimmung  der  Größen 
/'  und  h  zwei  Relationen  entwickeln.  Diese  heiden  Gleichungen 
sind  vom  zweiten  Grade.  Es  werden  sich  sonach  vier  Kegelschnitto 
hestimmen  lassen,  welche  den  Anforderungen  der  Aufgabe  ge- 
nügen. 

329.  Da  der  Kegelschnitt  durch  die  drei  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks hindurchgehen  soll,  so  kann  man  der  Gleichung  desselben 
die  Form 

{A,  +  fA,  +  hAs)a?  +2(Bt  +  fB2  +  kBz)xy  +  {C\  +  fC2  +  kCz)y2 
+  2{DlA-fD2  +  kD,)x+2(KEl  +  fE2A-kE,)y  +  FlA-fF2  +  kFz  =  0 

erteilen.  Die  beiden  Doppelstrahlen  der  Büschel  müssen  Tangenten 
der  Kurve  sein.  Entwickelt  man  demnach  die  Koordinaten  der 
Doppelstrahlen,  so  kann  man  mit  Hilfe  derselben  zur  Bestimmung 
von  f  und  k  zwei  Gleichungen  aufstellen.  Da  dieselben  bezüglich 
der  Größen  f  und  k  vom  zweiten  Grade  sind,  so  werden  sich  vier 
Kegelschnitte  bestimmen  lassen,  die  durch  die  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks gehen  und  in  der  angegebenen  Beziehung  zu  den  konzen- 
trischen Strahlenbüscheln  stehen. 

330.  Die  Tangenten  bilden  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ord- 
nung, dessen  Gleichung  ist 

10./;  -  lOy  -  10  +  (75 x  -  26y  +  29)  f+  (34a;  +  Vly-  51) f2  —  0. 
Die  Enveloppe  ist  demnach  ein  Kegelschnitt,  welcher  der  Gleichung 
(40 x  -  40 y  -  40)(34z  +  17 y  -  51)  -  (76a  -  26y  +  29)2  =  0 
entspricht.  Aus  der  Gleichung  des  Tangentenbüschels  ersieht  man 
sofort,  daß  dieser  Kegelschnitt  von  den  Verbindungslinien  der  drei 
übrigen  Grundpunkte  berührt  wird. 
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331.  Die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  einer  Tangente 
sind:  _  3/"2- 27/"+12  -  2/^  +  11/'+  60. 

=  ~f*~-  10 f  +  12  '      ^  ~        f*-10f+12      ' 
demnach  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

4[7.r  +  2y  -  17]2-  [61a;  +  17y  -  146] [3 x  +  y  -  7]  =  0. 
Durch   welche  Ecken  des  <  I  rundvierseits  geht  dieser  Kegelschnitt? 

332.  Ist 

{Al  +  fAi  +  kA3)  u*  +  2{Bt  +  /7>'2  + 1:  B3)  uv  -+  (C7t  +  fO,  +  *  C8)  y2 

die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  der  von  den  drei  gegebenen 
(Jeraden  berührt  wird,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  geome- 
trischen Ortes  durch  Elimination  von  f  und  k  aus  den  Relationen 

=  A  +  fDa  +  k  D3  =  Ei  +  fE2+kE3 

~  Fi+fFz+JcF^      V       Fx  +  fF2+kF3 
(F,  +  fF2  -f  kF3)[A,  +  Cx  +  A^2  +  Ca)  +  ft(il,  +  C3)] 
-  [(^  +  ^  +  *#3)2  +  (D,  +  /7)2  +  fcD3)2]  =  0. 
Die  Mittelpunkte  liegen,  wie  man  sofort  ersieht,  auf  einem  Kegel- 
schnitte. 

333.  Da  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welcher  von  drei 
gegebenen  Geraden  berührt  wird,  auf  die  Form 

(A,  +  fA%+kAs)u*+  2(Bl  +  fB2  +  kB3)uv  +  (C\  +  fC2  +  kC3)v2 

+  2(Dt+fD2+kDs)u  +  2(E1+fEa+kEs)v  +  (F1+fF2+hFs)  =  0 

gebracht  werden  kann,  so  erhält  man  durch  Elimination  von  f  und 

k  aus  den  Relationen 

JP1  +  fJ>i+fei'a-4>] 

At-  Ct-  2  ®xx+  2  /;x  y  +  f (Aj-  C2-  2D2x  +  2E2y)  +  k  {A3-  C3-  2D3x+2  Ea  y)  =  0, 

Bx  -  Ex  -  Bx  +  f(#a  -  k,z  -  Di9)  +  *(J?a  -  E3x  -  D3y)  =  0 

die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

J'\  F2  Fs 

A-C\  —  2T>vrJr2Ely    A2—C2  —  2I)2x-\-2E2y    A3  —  C3—2D3x+2E3y=ö. 

J,\  -  Et  -  D,  #s  -  ^2x  -  D8y  B3  -  E3x  -  J>3y 

Die  Brennpunkte   der  Parabeln   liegen  demnach  auf  einem  Kreise. 
o34.  Sind    7vj  =  0,    7>2  =  0    die    Gleichungen     der     beiden 
Tangenten,    7,3  =  0   die  Gleichung  der  Berührungssehne,   so  kann 
man  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  die  Gestalt  erteilen: 
7.  I    -7;Z32=0. 
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Danas  Folgt:  Da  Rechteck  aus  den  Abständen  eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  von  den  beiden  Tangenten  Bteht  zu  dem  Quadrate 
über  dem  abstände  desselben  Punktes  von  der  Berührangssehne 
in  einem   konstanten   Verhältnis. 

335.  Sind  /.,  0,  /-',=  <>,  /.,.  0,  /.',  ()  die  Seiten  des 
Sehnen vierecks,  bo  entsprichl  der  Kegelschnitt  einer  Gleichung  von 

der  F,,nn  /.,/.,      kL\L\-0. 

Daraus  ersiehl  man,  dal.'>  die  Iveehteeko,  von  denen  jedes  aus  den 
Loten,  welche  auf  zwei  Gegenseiten  stehen,  gebildet  ist,  in  einem 
konstanten    Verhältnis  stehen. 

.">."»i  i.  Der  Kegelschnitt  Läßt  sich  als  der  Träger  einer  Punkt- 
reihe  zweiter  Ordnung  ansehen.  Sind  demnach  a0u  +  b0v  +  1=0, 
Oj  u  +  l>2i'  -\-  1  =  0  die  Gleichungen  der  Berührungspunkte, 
rtjH-f  blv  -\-  1  =0  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Tangenten, 
so  entspricht  der  Kegelschnitt  einer  Gleichung  von  der  Form 

(a0u  +  b0v  +  l)(a2u  +  b%v  ■+ 1)  -  hfau  +  \v  +  l)2  =  0. 
Sind  nun  t*n  yt  dio  Koordinaten  einer  Tangente  des  Kegelschnittes, 
so  ist  auch 

«0%  +  Vi  +  1    Qgt^  +  fegt?!  +  1  _  fc(a1Ef1  +  ft^  +  l)2  = 

d.  h.  fällt  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  eines  Kegelschnittes, 
sowie  von  dem  Schnittpunkte  der  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte jene  beiden  Punkte  sind,  Lote  auf  eine  feste  Tangente  des 
Kegelschnittes,  so  steht  das  Rechteck  aus  den  beiden  ersten  Loten 
zu  dem  Quadrat  über  dem  letzten  in  einem  konstanten  Verhältnis. 

337.  Der  geometx-ische  Ort  des  Punktes  P  ist  ein  Kegel- 
schnitt; die  Gleichung  desselben  lautet: 

A2y2  —  237xy  —  25a;2  +  219?/  +  254a;  +  279  =  0. 

338.  Man  erhält  durch  Elimination  der  beiden  variabeln  Para- 
meter /'  und  Je  die  Relation 

LlL'2(aAl  —  bA2)  -  L\Li(cAx  —  dA2)  =  0. 
Das  Erzeugnis  der  beiden  Strahlenbüschel  ist  demnach  eine  Kurve 
dritter  Ordnung. 

339.  Die  Gleichung  des  Erzeugnisses  des  Büschels  erster  Ord- 
nung und  des  Kegelschnittbüschels  ist 

10x3     30i2y+23xy2-6y3-)-36x2-23xi+y2-22x  +  43y-4S  =  () 
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Der   Kegelschnitt,    «reicher    durch    den    Mittelpunkt    des    Büschels 
erster  Ordnung  geht,  entsprich!  der  Gleichung 

11/-+  3xy  -  Sy  h  16y  —  15  =  0. 

Der  diesem  Kegelschnitte  entsprechende  Strahl 

2x  —  y  +  1  —  0 
berührt    die    Kurve    dritter    Ordnung    in    dem    Mittelpunkte    des 
Büschels. 

340.  Der  Strahl  des  Büschels,  welcher  durch  den  gegebenen 
Fundamentalpunkt  des  Kegelschnittbüschels  geht,  entspricht  der 
Gleichung  4?/  —  7z  —  5  =  0, 

dagegen    ist    die    Gleichung    des    diesem    Strahle    entsprechenden 
Kegelschnittes 

19s8  +  Zxy  -  7//2  -  12a;  +  26»/  -27  =  0. 
Dieser   Kegelschnitt   berührt    die    Kurve    dritter   Ordnung   in    dem 
gegebenen  Fundamentalpunkte  des  Kegelschnittbüschels. 

Triraetrische  Koordinaten. 

341.  Nach  der  Aufgabe  soll 

an  (x  cos  ax  4-  y  sin  at  — J^)2  +  2  a12  (x  cos  ctt  -\-  y  sin  ar  —  p^)  (x  cos  ct2  -f  y  sin  a.2  —  p2) 

+  a22  (r coscf2 4- y  sin «2  —p^j2-^  2  al3 (#  cos ax  -{-ysma1  —  Pj) (z cos  «3  +  #  sin  «3  —  p3) 

+  2 a23 (x cos ct2-\-y sin rc2 — p2) (a; cos «3 4-  V sin «3  —  j;3)  -f-  a33 (x cos . ;z  +  # sin «3  —  j?3)2 

=  Ax2+  2Bxy  +  <V  +  2Dz  +  2Ey  +  J1  =  0 

sein;     demnach    ergeben    sich    zur    Bestimmung    der    Konstanten 

ttjj ,  a12 ...  die  Relationen: 

au  cos2^  4-  2i7]2cos  ax  cos  a2  +  a22  cos2  cr2  +  2aVi  cos  at  cos  «3 

4-  2  a23  cos  a2  cos  a3  -\-  a33  cos2  a3  =  A , 

«n  sin«!  cos«l  4-  «i2  sin(«j  4-  «2)  ~^~  a22  sm  tti  cosc2  ~f~  °i3  sin(a,  4-  «3) 

+  rt23  sin  (oj  4"  <*s)  +  «33  sm  «3  cos  «3  =  i>, 

Ojj  sin2  «j  4-  2  a12  sin  ctx  sin  «2  4"  o22  sm2  tt2  "^~  2  fli3  sm  ai  sm  a3 

4-  2  a23  sin  «2  sin  a3  -\-  a33  sin2  «3  =  C, 

fli  ii'i cos  ai+  «12(^1 cos  ^"^a  cosa^öj,^  cos  «2+  «^(i'!  cos  <x3+p.A  cos  «,) 

+  «23(-P2  C0S  «3  +  PS  C0S  *a)  +  flSsJ>3  C0S  a3  =  ~     7'> 

",,/'!  sin ctl+ali(j\  sin «2+.P2 sm ai)  +  a22^2 sm S+^nO'i sm "3+^3 sm ai) 

4"  ^23  (i^2  Sin  "3  +  i;3  Sin  "2)  +  «33^3  Sin  a3  =  ~~   Ei 
"Ui,l2+   2auP1ft4-   «22i^22+   2  «13  2^3  +    2«23^2P3+   «SsV^   F" 
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3  12.  Nehmen  wir  an,  *  1  i » -  gesuchte  Relation  lasse  Bioh  in  der 
Form 

darstellen,  worin 

5    ,  „       3 M  =     3 

ist,  dann  können  wir  auf  Grund  einer  Folgerung,   welche  ahnlich 

i  i    der   in   der  v<>rlit'r^nlu>n<li'ii  Lösung,  zur  Bestimmung  der  un- 
bekannten  Konstanten  folgende  Gleichungen  aufstellen: 
/.■,,",-'  +  2^,^0,4-  l^aj+  2Ä18a1a8  +  2^0^08+  fc88a8s  —  A, 

'■ i .". ;'.  I  L ',••  (»i&s  +  "A )  +  ht<h ^a+^ieC^a &i  +  ai h3)+h3(a3h<2  +  a2hs)+l'xi"a &a ™ #> 

V'.H-  1»/.-,-//,^+  /V.V+  2/.-1361/*3+  2^3V'3+  W=  3 

/.-,,</,  +  /■,,.<«,  +  «,)  +  /',,,^  +  /•',,(>!  +  Oj)  +  ^(«a  +  as)  +  ^88 «8  -  y>> 

/.„/'>  +  /.-,,(//,  +  &a)  +  02  +  /.-13(^  +  &8)  +  /.-23(^  +  &8)  +  \A  =  E, 

K  +  2Äia  +  fr22  +  2fc18  +  2A'23  +  fc88  =  F. 

■  1 1 3.  Da  dio  Gleichung 

"n''l"'+   2<hiXlX%+  «22;r22+   2al3aV3+  2a23a;2;r3+  «33^  =  ° 

bei  Einsetzung  der  Werte 

xl  =  0,  x2  =  0;     #j  =  0,  *3  =0;     x2  =  0,  .r3  =  0 
zu   einer  identischen  werden  muß,   so  ergeben  sich  für  den  ange- 
gebenen Fall  die  Relationen: 

«n  =  0,     «28=0,     a33=0. 
Die  Gleichung   des  Kegelschnittes   nimmt   demnach   die  Gestalt  an 

a,\%x\x1    i     ^13^1^3    i     #23  "^2  ^3  ~  "• 

344.  Es  liege  in  dem  Fundamentaldreieck  der  Winkel  at  der 

Seite  xx  =  0,  der  Winkel  or2  der  Seite  x2  =  0  und  der  Winkel  «3 

der  Seite  x3  =  0  gegenüber.     Bei  Einführung  dieser  Winkel  findet 

man,  daß  die  Gleichung  des  dem  Fundamentaldreieck  umschriebenen 

Kreises  ,  ■  ■  ~ 

xxxt  sinor3  +  x2x3  sinffj  -|-  *3*j  sma2  =  0 

ist.  Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man  sofort,  daß  die  Fußpunkte 
der  Lote,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Kreises  auf  die 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  gefällt  sind,  in  einer  geraden 
Linie  Hegen. 

345.  Da   in   diesem   Falle   die   Konstanten   &u,    Ä22,    ft33   ver- 
schwinden müssen,  so  ergiebt  sich: 


Trimetrischc  Koordinuti n  75 

oder  7.  7.  /. 

"12     ■     A23     1        .31   __  q 
M8  ?/,  Mj 

346.  Die  Gleichung  ist 

l^ttj  COt^  +  8*g Mg  COt~  +  W3M1  COt--  =  0, 

JS  Ji  Ja 

vorausgesetzt    daß     U1  =  0,     Z72  =  0,     ?73  =  0    die    Scheitel    der 
Winkel  «j,  0f2,  0^   sind. 

347.  Die  Gleichungen  der  Strahlenpaare  sind: 

#22  ^2  ~t~  2  ö23  #2  ^3  ~r  ö33  r3  =  0 , 
auxi  1  2a13a;1Ä,3+  a33a*3  =  0, 
aii*ri  ~r  2^2^X2+  #22^2  ==  0- 

348.  Die  drei  Punktpaare  entsprechen  den  Gleichungen: 

&sa  V  +  2aWs  +  k,3w32=  0, 
/ruu12+  2^31*^3+  hsus2=  °, 
A-11n12+  2&12w1«2  +  ä;22m22=  0. 

349.  Da  die  Gleichung  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kegel- 
schnittes die  Gestalt 

besitzt,  so  sind  die  Gleichungen  der  Tangenten: 

öi3  xi  +  «as  x2  —  0,     a12  *2  +  a18  *3  =  0 ,     a12  ^  +  «,3  *s  =  °- 
Aus   der  Form  derselben  ersieht  man,   daß  die  Schnittpunkte  der 
Tangenten   mit  den  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  hegen,    welche 
der  Gleichung  „, 

O  fr*  fr  fp 

—  4-  —  4-  — 3  =0 
entspricht.  "**       °13       ^ 

350.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei 

&l»MlM2  +  ^23M2M3  +  A31W3?<1  =  °> 

r7 


Ut  U2  ü: 


U.    =    — 7 —  —  >         Wo  =  ?         Wo  = 


Vu*~+v*  Vu2+v2  }/u2+v* 

ist,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Berührungspunkte: 

?  +,.    =0,      -  +  ,:5=0,    7^+    '  =0. 

"23  "31  /l31  ''12  ''12  ^23 

Die  drei  Ecktransversalen  schneiden  sich  in  dem  Punkte 
— t  -J L  -i 1  =  0 

"23  A31  ^12 
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351.  Die  drei  ersten  Punkte  mögen  ;il >  Eckpunkte  des  Punda 
mentaldreiecks  betrachtet  werden,  <lin  Koordinaten  des  vierten  und 
Fünften  Punktes  bezüglich  dieses  Dreiecks  seien  .<',,  .''_.,  /:;; 
/',,  ./" ..,   /"..,  dann  isi   die  Gleichung  des  Kegelschnittes 


'    :.  ■'    1 


•'Vi    '    '  l  '    i 


:r/ 

r' 

ii 

Jt 

X   3 

.' ., .' ., 


0. 


352.  Es  Beien  dii>  Schnittpunkte  der  drei  orsten  Geraden  die 
Eckpunkte  des  Fundamentaldreiecks,  die  Koordinaten  der  vierten 
und    fünften   bezüglich   dieses    Dreiecks    //,,  u8,  t*8;   "",,  u  8,  u  .., 

dann    ist    die   Gleichung   dos   Kegelschnittes    in   homogenen  Linien- 
koordinaten 


H  .,11 


"i»'i+"V"' 


U3Ul~^~U'l  ""l 


M8M8=0. 


353.  Die  Lage  des  zweiten  Schnittpunktes  ist  bestimmt  durch 
die  Relationen 

£2  _      _  Cta2Z  ~_ßfhs  X2  =  ttfl23  ~  ß^l3. 

X3  «%  ÄV,  £«12 

354.  Die    Koordinaten    der    zweiten    Tangente    genügen    den 
Proportionen  u^u,- -  p^*  qkls:pk„, 

><■>■■  "3  =  A~  Q^ia-ahi- 

355.  Der  Gleichung  entspricht: 

1.  a)  eine  Hyperbel, 

b)  zwei  sich  schneidende  Gerade, 

c)  eine  Hyperbel; 

2.  a)  eine  Parabel, 

b)  zwei  parallele  Gerade;  dieselben  sind  reell  und  liegen 
getrennt  oder  fallen  zusammen,  wenn  ana33  —  a132  <  0, 
sie  sind  dagegen  imaginär,  wenn  ana33 —  ai32>  0  ist, 

c)  eine  Parabel; 

3.  a)  eine  reelle  Ellipse, 

b)  zwei  imaginäre  Gerade,  die  sich  in  einem  reellen  Punkte 
schneiden, 

c)  eine  imaginäre  Ellipse. 

356.  Die    Kurven,    welche    den    gegebenen    Gleichungen    ent- 
sprechen, sind: 


Trimetrische  Koordinaten. 


77 


a)  eine  reelle  Ellipse, 

b)  zwei  sich  schneidende  Gerade,  deren  (ilcichungen 

3xl  +  2./,,  +  .r>.c3  —  0,     7  s,  +  4.'\,  -f-  2*3  =  0 
sind, 
ine  Eyperbel, 

d)  zwei  Gerade,  welche  zusammenfallen, 

e)  eine  Parabel. 

357.  Die  Bedingungsgleichung  lautet: 
/,-  :  l.r  :  l*  =  «.,,  +  rt33  -  2a.,:i  :  au  +  ayi  -  2a13  :  an  +  a.,2  -  2a12. 
( /, ,  I., ,  /;!  sind  die  Längen   der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks.) 

358.  fl^i2—  -''V'j-'i rL-+  "•„•"•'l'"-  2 r'ifV'i %~2o2fl3a^a^+as2a^2=0. 
."..")'.).  Sind   a,   ß,   y   die  Winkel   des  Fundamentaldreiecks,   so 
ist  die  Gleichung  des  einbeschriebenen  Kreises: 


V>\ 


cos  — 


+  Y%9  cos  - 


+  V*% 


cos- 


0; 


,      r    j.2  wo         -p    y  *-3  ^-- 

dagegen   sind  die  Gleichungen  der  anbeschriebenen  Kreise: 

7 


V-'\  sin  "2  + 


SC»  cos 


l7'!  cos  -  +  V^  sin  ^  +  |A3  sin-  —  0, 


+  v. 


Xo  sin 


0, 


V5 


ß 


360. 


2 
:  a«  :  a 


+  1^2  sin  £  +  V*s  cos  "^  =  °- 


sin2yl  :  sin2I?  :  sin2C, 


«11  «22—  «12    =  °i       «11  «33 


=  o, 


J13u23 


fl19a„=  0. 
361.  Es  sei 

£  =  kn  +  2A-12  +  K2  +  2Ä13  +  2/.23  +  /.-33, 


z/  = 


A"22    «fes 

"32      ^33 


dann    entspricht    der  gegebenen   Gleichung    in   homogenen   Linien- 
koordinaten:       .  -  ^ 

a)  für  £t^0,     A  ^0  eine  Ellipse, 

b)  für  Z  ^  0,     A  ^0  eine  Hyperbel, 

c)  für  £  =  0  eine  Parabel, 

d)  für  A  =  0  ein  Punktpaar. 


7- 
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oder 


.".tpL'.   Die    Kurven,    welche    den    gegebenen   Gleichungen   ent 
sprechen,  sind: 

a)  i •  i u t ■    Parallel, 

b)  Ewei  Punkte:  '.Ik^  +  4«,  +  ?/y  —  0,  7«,  —  4«^  -+-  «:i=  0, 
o)  eine  Hyperbel, 

d)  eine  Kllipse. 

363.  I' ^Xi'+^'./it.r+l' ■/>(■/- '2 L\  fcjttjMs    2/,.,/..,  Wjttj-  2l:.J:lusul= 0 
oder  . .- .- 

364.  Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

u,- sin1«  +  Mg*sin4/3  4-  M32sin4y  —  2tt1U5lsin,tt  sin2  (3 
—  2m./m3  sin2/3  sin2y  —  2i(:iul  sin2y  Bin8«  =  0 

"J/wj  sin  a  +  K«s  sin  |3  -f  ]/w3  sin  y  =  0, 
wenn    a,    /?,    y    die    Winkel    des    Fundanientaldreiecks    sind.     Die 
Gleichung  des  Mittelpunktes  ist 

tt,  sin  2  a  +  w2  sin  2  /?  -f-  m3  sin  2  y  =  0. 
3C5.  Die  Gleichung  der  eingeschriebenen  Parabel  ist 

/"«!»._,  +  ku2  u3  —  (/-f-  1c)u3ul  =  0. 
3G6.  Das  zu  bestimmende  Gebilde  gehört  der  zweiten  Klasse 
an.      Da   mm 


=  0 


ist,  ferner  aber  die  gegebene  Gleichung  bei  Einsetzung  der 
Koordinaten  einer  endlichen  Geraden  nicht  identisch  wird,  so  be- 
steht das  Gebilde  aus  zwei  Punkten,  welche  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  liegen.  Dieselben  sind  imaginär  und  werden  die 
imaginären  Kreispunkte  genannt,  weil  sie  die  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  liegenden  imaginären  Punkte  eines  beliebigen  end- 
lichen Kreises  sind. 

367.  a)  die  Wurzeln  sind  die  Koordinaten  der  Punkte,  in 
welchen  die  Gerade  alx1-\-  a2x2-\-  a3x3=  0  den  Kegelschnitt 
schneidet;     b)    die    Wurzeln    sind     die    Koordinaten    der    beiden 


1 

cosy 
Iiji., 

cos/3 

V 

Mi 

cosy 

1 

cos  a 

Äj  \ 

V 

hh 

cos/3 

cosa 

1 

Mi 

Ms 

*? 
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Tangenten,    welche    sich   von    Jon  Funkte  alXl  +  <***%  +  a$xs "^  0 
an   den  Kegelschnitt  legen  lassen. 

368.  Die  Konstanten  der  beiden  Gleichungen  müssen  der 
Relation 

genügen. 

369.  Die  Bedingungsgleichung  lautet: 

370.  Die  Gleichung  der  Tangente  läßt  sich  auf  die  Form 
bringen: 

l"n-*'i  +  «v>x'->  +  «is^K  +  (anx'i  +  «22^2  +  «ss^a  ''. 

+  («81^1  +  «32  ^2  +  «33  ^'s)  3*3  =  °« 

371.  Der  Berührungspunkt  entspricht  der  Gleichung 
(^u«'i  +  &i2«*'a  +  ha^a)*!  +  (^i»'i  +  ^'22^2  +  ^a  "';,'"_• 

+  C/l31M'l  +  *U^%  +  ^«y«»  =  °- 

372.  a)  Es  seien  xl=0,  x.2=07  x3=0,  at xv  +  <<■> ' '■>  +  "  ''3=0 
die  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamentalvierecks,  dann  ist  die 
Gleichung  des  Kegelschnittbüschels 

xtx3  +  fx^a^  +  a2x2  +  a3a-3)  =  0, 

in  der  /'  jeder  beliebige  reelle  Wert  erteilt  werden  kann. 

b)  Es  seien  die  Gleichungen  der  vier  Eckpunkte  des  Funda- 
mentalvierecks 

Ul  =  0,    «j  =  0,    Mg  =  0,    &!««,  +  tgUg  +  'V3  =  0, 

dann  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnittbüschels 

y^«~ + yk.,u., + ]//.3^ = 0, 

vorausgesetzt  daß  die  Größen  Ä"n  /.'2,  Ä*3  der  Relation 

\  +  ^  +  |b  =  0 
genügen.  &i        «a        ^3 

.">73.  a)  Sind  .rx  =  0,  r2  =  0,  rr3=  0,  ^rr,  +  r2a\,  +  r3a-3  =  0 
die  Gleichungen  der  Seiten  des  Vierseits,  so  entspricht  die  Kegel- 
schnittschar der  Gleichung 

V<h*x  +  V<h*i  +  V<hF%  =  °7 

deren  Konstanten  der  Bedingungsgleichung 

«1     1    «■>    ,    «s 
+        +    .         ° 

genügen  müssen.  <l        c-        Ci 
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\>)  Wenn  dagegen  die  Gleichungen  der  vier  Fundamentalpunkte 
der  Schar 

"i      (),    ".■      (),    ".;     0,    fc, »,  I  fc,«j  H  /.-.,".,      <> 

gegeben  Bind,  so  erhall   die  Gleichung  der  Kegelsehnittschar  seihst 

/  isi   der  variable  Parameter. 

374.  Die   Gleichung    eines  Kegelschnittes,   der  durch  die  drei 
Eckpunkte  des  Fundamentaldreiecks  geht,  ist 

«18*1*2  +  W':i  +  «31*3*1  "  °- 
Soll  die  Kurve  von  den  beiden  gegebenen  Geraden  berührt  werden, 
bo   müssen  die   Konstanten  den  Relationen 

Va12ba  +  !/«■»&,  +  V<hi  \  =  ° 
genügen.    Da  sich  aus  diesen  Gleichungen  für  die  Quotienten  — i    — 

vier  Wertepaare  entwickeln  lassen,  so  können  vier  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden,  welche  den  Anforderungen  der  Aufgabe  entsprechen. 

375.  Zur  Bestimmung  der  Konstanten  in  der  Gleichung 

^12^1^2  +  &28W2MS  +  hluiul  =  ° 

kann  man  die  Relationen 

VhÄ  +  V\Ä  +  VhJ*  -  o, 

benutzen.  Es  lassen  sich  demnach  vier  Kegelschnitte  konsumieren, 
welche  durch  zwei  Punkte  gehen  und  von  drei  gegebenen  Geraden 
berührt  werden. 

376.  Die    Koordinaten    des    vierten    Schnittpunktes    sind    be- 
stimmt durch   die  Gleichungen 


wenn 


Qf     Jü    Q  *C 


c     a 
9     d 


a     b 
d     f 


b     e 
f    9 


a     b  I 

d    /T 


3X   3 


x'{  x'1 


f      ! 


X \X  2 


,1  —  „III  „IV 

ist. 


///  „in 

1  *>      2 

IV  rIV 

1  x      2 


f=X 


III  „IV 
2^      2 


*   1 
XJ 


„III  „III 

x      3  *      1 

„IV  VIV 
x      3 
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g  =  xm1xIV'1 


X  2     X  3 
r"     „" 

'         2      * 

X 


III  „III 

2  x      3 

IV  „IV 
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."»77.  Das  Resultat  ist  dem  in  der  vorhergehenden  Lösung 
gewonnenen  gleichartig,  wenn  man  /,,  ./.,  u.  s.  f.  als  Linien- 
koordinaten hetrachtet. 

378.  Sind  i/j,  Mg,  u.s  die  Abstünde  der  Ecken  des  Fundamental  - 
dreiecks  von  einer  Geraden,  welche  den  Kegelschnitt  im  Punkte 
<", .  -  .,  '  berührt,  ferner  />,,  h.,,  Ii,  die  Höhen  des  Fundamental- 
iliviecks,  so  lassen  sich  folgende  Relationen  aufstellen: 

?/ 

-"nXl  +  2ai2T2  +   2ai3<r3  —  -^T"1   =  0, 

2rt21r,  +  2^^,  +  2o23a!3  —  M  J  =  0, 
8«m*i  +  2fla«i  +  2.V:!  -  M^  =  0, 

II.  II.,  Mo 

in  denen  .1/  eine  unbestimmte  Konstante  ist.  Aus  diesen  ei-giebt 
sich  durch  Elimination  der  Größen  .r,,  a"2,  ä\5  die  Gleichung  des 
Kegelschnittes  in   homogenen   Linienkoordinaten: 


"... 


a19     a. 


IL,.,        IL, 


rto.,  Oq 


K 

h, 

Mo 


\      K 


?       0 


h 


370.   Die  Transformationsgleichungen  sind: 

aitt«,  +  2/.-,,»,  +  2*^  -  tf|  -  0, 

2*^«,  +  2Ä-L,2^  +  2^3*8  -  ATy2  —  0, 
demnach  läßt  sich  das  gesuchte  Resultat  durch  die  Form 


JInchhnim,  Anfj?ab*>n  a.  <1.  anal.  Geometrie    III.  B 


M> 
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An 
K ,, 


Ä,         //, 


■'V. 
0 


=  0 


ausdrücken. 

380.  <<lni\+  «,,.'',  +  Ot,^)»,  +  (V,,.''!  +  «22^8  +  «28^8)^8 

+  (ö3r''l  +  «S»«^  +  «:,;■'':;>'::  —  0. 

381.  Der  Punkt,  welcher  der  Gleichung  entspricht,  ist  der 
Pol  « •  i 1 1 « •  i-  Gerades  (bezüglich  des  Kegelsr Imit.t es),  deren  homogene 
Linienkoordinaten  ult  »'.,,  i*a  sind. 

382.  Die  Koordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  sind  hestimnit 
durch  die  Relationen: 


X   o  = 


a.,9 


«33 

«13 

«13 

. 

«23 

I 

«,-. 


'31 

11 

., 

'21 

a„ 


II-, 


II.,. 


383.  {  (a2  a13  -  a^,)  xx  +  (a2a23  -  a3a22)x2  +  (a,a33  -  a3a2.^)xä } 

+  f  '  («2  «11  —  «1  «12)^1  +  («2  «12  -  «1  «22)a'2  +  («2  «13  ~  «1  «23)^3  I    =  °1 

worin  f  der  variable  Parameter  ist, 

384.  Da  die  Polaren  aller  Punkte  des  Durchmessers  einander 
parallel  laufen,  so  müssen  die  Konstanten  den  Relationen 

"\  "il>  +  a2^an  ~~  «11)  —  «3«i2  —  ^  sinJ.  =  0, 

«1«22  +  «2  («23  ~  «2l)  —  «3 «22  ~   k  sin  B  =  °7 
«1«32  +  «2  («33  —  «3l)  -  «3  «32  ~  *  sin  C  =  ° 

genügen,     vorausgesetzt     daß    k    eine     beliebige    Konstante     und 
A,  B,  C  die  Winkel  des  Fundamental dreiecks  sind. 

385.  Zur  Bestimmung  der  Koordinaten  des  Poles  erhält  man  die 
Relationen  ^  +  ^  +  ^  __  /%  _  ^ 

Og^  +  ^fl/g  +  «23^  -  flL,  =  0, 
»31 a  'l  +  «32^2  +   «33^3  "      /  «3  =  °' 


Trimetrische  Koordinaten. 


83 


Betrachtet  man  a'n  ./'.,,  a?a  als  Linienkoordinaten,  so  erhält  man 
die  Koordinaten  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des  Punktes 
",',  +  fi., ?a  -f  a.örä  =  0  bezüglich  des  Kegelschnittes  ist. 

386.  Man  erhält: 


2  •  "3 
.,:  u 


A-2a  :       Ä-31 :  k12, 


a       ^23 


"31  '  *18l 


..III     .    ..III     .    ..III     7.       .    7-       .    7. 

•"'-7.  Bezeichnet  man  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  mit 
-4,  />,  6',  die  Längen  der  Seiten  mit  Zn  /2,  /3,  so  ergiebt  sich: 


0 

»i. 

0 

0 

0 

«32 

2/ 

/., 

sinJ. 
sin  J5 
sinC 
0 


wenn 


z/  = 


ist. 


«12 

0 

«12 

0 

L 


0 

«21 
«31 
h 

0  sin  .4 

0  sin^ 

0  sinC 

2/  0 


0  a 

0  a. 

0  0 

2J  L 


sin  yl 
sin  B 
sin  C 
0 


sin  .4 
sin  B 
sin  C 
0 


388.  Man  konsumiert  zunächst  zu  einem  Punkte  Pl  bezüglich 
Kegelschnittes  die  Polare  pu  welche  in  der  Endlichkeit  liegen 

möge,  und  wählt  auf  p1  einen  Punkt  P2,  dessen  Polare  p<,  der 
Geraden  2h  nicht  parallel  läuft,  sondern  dieselbe  in  einem  end- 
lichen Punkte  Pa  schneidet,  dann  ist  ]x6  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  1\  und  I\,  die  Polare  des  Punktes  P3.  pn  ji2,  }>.A  sind  die 
Seiten  eines  sich  selbst  konjugierten  Dreiecks. 

389.  Da  jede   Seite   des    Pundamentaldreiecks   Polare   zu   der 
gegenüberliegenden  Ecke  sein  soll,  so  ergiebt  sich: 

a)    a,  as,  -  +  a,  *„>  +  «s  ^2  =  0 , 

I)  i    /,-,  k,  -  +  /,:,  uj  -f  k3 «3-  =  0. 

390.  Sind  ?j,  /.,,   /3   die   Längen  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks, so  ergiebt  sich: 


84 


Trimetrische  Koordinaten 


a) 

1») 


I      '"»-/    I      A;    US*       -    <>; 


0, 


0. 


391.  sind  ,■',,  ,-'..    '  .    ",,  .>■"..,  .<":;;  ./",,  /",,  /",  die  Punkl 
koordinaten  der   Ecken  des  zweiten   Dn-ieeks,  so  lautet  die  Hedin 

gungsgleiehung: 


.'• 


0: 


i   ,.'        jn  J  '     ,'"   J 

1  '  1         -1     ga  ■_'        •'     :.  '  :; 

-nNprechend  müssen   die  Linienkoordinaten   der  Seiten  u  , .  h  ...  n  ..; 

der  Relation 


/' 


i: 


K 


«*V"i    «'V"'",    «*'>"' 


0 


t*'",Wl  M'"0tfo  «      .,« 

genügen. 

392.  Die  drei  Paare  von  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vier- 
ecks, welches  zu  dem  Büschel  gehurt,  entsprechen  den  Gleichungen: 


;i\, 


-  ~  =  o, 


.<-., 


"., 


fl"o 


+   -S  =  0;       -<<  -        -  =  0,       -  +   - 

".,  a9       (i..  «.,       «. 


=  0; 


0,      ■:;+-'=0; 


demnach  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnittbüschels 


oder 


9  9  /         °  ° 


(i  -  r& 


5 +/?,  =  <>• 


393.  Sind  Mj  =  0,  «2  =  0,  ?/3  =  0  die  Gleichungen  der  Ecken 
des  Fundamentaldreiecks,  so  entsprechen  die  Ecken  des  der  Schar 
umschriebenen  Tangentenvierseits  den  Gleichungen: 


''  +  £-0, 


Ä'[  Kg 


=  0; 
=  0, 


ii 


,    +-3 

^2  ^8 


=  0; 


?r 


fcj 


1  =  0; 


demnach  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Schar: 

0. 
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394.  Man  findet 

"ix\  '•*»*?*  -a^i 


b,  :  bt  :  b3 


vorausgesetzt  daß  die  Konstanten  der  Bedingungsgleichung 

0 


v+w 


^ 

h 


"l  ai  a3 

genügen. 

395.  Die  Resultate  erhält  man  mit   Hilfe  der  Relationen 
klu\  :  l\2ii'2  :  kdu'.ä  =  ft :  f%  :  /j, 

f2  f2  f2 

/i  +  h.  +  ül  =  o. 


A-. 


/.-.. 


«j       »2      .<3 

.">'.  16.  Betrachten  wir  das  eine  der  gegebenen  Dreiecke  als 
Fundamentaldreieck,  so  wird  der  gesuchte  Kegelschnitt  einer 
Gleichung  von  der  Form 

('i.,-rix2  +  anx2x3  +  ^i^'i  =  0 
entsprechen.    Die  Konstanten  derselben  müssen  aber  den  Relationen 

"iL  '   l*  2    •     a23**'  2"  3    i     ^Sl3,  3^  1  ==  ''j 

öf12'r   l*   2"i"  ^23*   2^   3    ""  azi^  3X  1  =  Oj 

rtjo^     1./;    2  -f-  fl23X    2"    3    '     ö31*    3*    1  =  0 

genügen.     Dies  ist  in  der  That  der  Fall,  da  nach  der  Voraussetzung 


ist. 


"3    *  1 

3  *^    1 

f«      fff       ^lt    J»         Jll      m 
J. ■■     i .'      2  2        3     "^     3**'     1 

Sonach  ersieht  sich: 


*a  *  3 

•*   2  ^  3 


i  2Tj    AT  j  2 

=  '  x"    x"' 

x1 


„»ff  „f 


•E  2         2 

x  2x2 


x3  x  3 
x"    x'" 

x  3  x     3 
«V. 


=  0 


^  2  ^  3 


a/    a/ 

■*  ;i  "  l 

*   3X   1 


*1*2  + 


*  3  X 


•*2*3  + 


f     i    i 
x  g  •-  3 

ji  ji    xzxi    0- 

X    2.t    3 


397.  Durch    eine   Entwicklung,    welche    der    in    der    vorher- 
gehenden Auflösung   ahnlich   ist,   gelangt  man  zu  dem  Resultate: 


>lif(:,+ 


«2W3  + 


"l»2        ?t  2  **  3 


0 


398.  Betrachtet  man  das  eine  der  gegebenen  Dreiecke  als 
Fundamentaldreieck  und  bezeichnet  die  Koordinaten  der  Ecken  des 
andern  mit  x'n  a/gJ  x^;  x"j,  x"2,  x"3;  rf"u  x'",,  .<"'.  ,  so  lassen 
sich  zur  Bestimmung  der  Konstanten  in  der  Gleichung  des  gesuchten 
Kegelschnittes 

die  Relationen 


«!*+  «.r,2  +  «3.r32  =  0 


«,  x 
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verwerten.      Man    erhall    di-nmaeh 


0, 


.-'., 


V+ 


,-,,'", 


i  ■'  i 
»  in 

r'     1 


•'  i  •' 
x  .  J 


t  ■'   i 

n    ..in 

8 ''     8 


391'.    Der   Kegolsrhnitt   ontspricht  der  Gleichung 


■  |   "    |       "  8  "    8 


"iH 


II  ..    II 


i  "  i 
n   »ff/ 

i       i 


mV 


V-o. 


m8«-0. 


3  ■•8     "l  "    1 1 

400.  Sind  ,',,  afu  rfti  V'n  .<",,  .<";1;  /"n  .<"'„  ,'":i  die  Ko- 
onluiaten  der  drei  Eckpunkte  .4,  2?,  C  und  demnach  die  Glei- 
i  Innigen  der  zugehörigen  Polaren 

pi  =  «i^i*i  +  a2v'2x2  +  a3x'3x3  =  0, 

*8—  ai"^  l^l    '     ^2^   2^2  "T~  a?>%  3"*3  ==  0, 

P3  =  alx"\xl  +  a2^"'2-r2  +  «3'"':r':!  =  0, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Verbindungslinien  auf  die  Form 
bringen 

/■*■-/•*•-<>,  /iPs-fjA-o,  rtPi-/iPji-o. 

Daraus  erhellt,  daß  die  drei  Verbindungslinien  durch  einen  Punkt 
gehen. 

401.  Betrachtet  man  xu  .r2,  .r3  als  Linienkoordinaten,  so 
nehmen  die  Relationen,  welche  man  zur  Entwicklung  des  Resultates 
aufzustellen  hat,  dieselbe  Gestalt  an,  welche  die  Gleichungen  in 
der  vorhergehenden  Lösung  besitzen.  Daraus  folgt:  Die  drei  Schnitt- 
punkte liegen  in  einer  geraden  Linie. 

402.  Die  Lage  des  Mittelpunktes  ist  bestimmt  durch  die 
Relation 


*  1  •  *  2  •  *  3 


':;.' 


sin^. 
sin  B 
sinC 


•23 


"-, 


sin  A 
sin  B 

sin  C 


•22 


sinA 
sin# 

sinC 


wenn  A,  B,  C  die  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  sind. 
403.  Die  Gleichung  des  Mittelpunktes  ist: 

(fc„  +  fcls  +  fc,s)  tt,  +  (&j,  +  h*  +  *2sK  +  (*31  +  *32  +  *asH  =  °« 

■1<>4.  Die  Verbindungslinien  zwischen  den  drei  ersten  Punkten 
seien    die   Seiten   des   Fundamental dreiecks,    die   Koordinaten   der 
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beiden  andern  Punkte  <',,  r2,  /  ;  r'  '".,,  /"..;  dann  ergeben  rieh 
die  Resultate,  wenn  man  in  den  Relationen,  welche  in  Aufl.  402 
aufgestellt  sind,       n     =  n       „     =  0 


«n  =  °i 


'    a  I    j 


X  x     X 

1 


iL,. 


,■>     .» 


«33  =  °l 


,', 


I 

2    *"   3 


setzt. 


405.  Die  Schnittpunkte  der  drei  ersten  Tangenten  seien  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks,  die  Koordinaten  der  vierten  Tan- 
gente ufx,  "'.,,  «'.,,  die  der  fünften  "/',,  »".,,  »".,,  dann  ergiebt  sich: 


+ 


V<"3 


«>'\ 


406. 


'    3 
0 


0 

x' 


H     ., 


sinA 
sin  B 
sin  C 


+ 


2        0 

0        ,'. 

tf 


x'l     0       sin  5 
•7Vr^+    0       a/,     sin  C 

.:' 
sin  C 
sin  .4    x3x{  =  0. 


' '.,     .'.'3     sin  -4 


k,  =  0. 


"2 -"3 


407. 


x!  x     sin  B 

(fc,  +  /.-2  —  *,)  //,  Ug  -f  (**  +  &3  —  fc,) u2  ».. 
-f  (A3  +  fcj  —  kj  1  "3  i»i  =■  0. 
408.  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  liegen  auf  einer  Kurve 
vierter  Ordnung,  deren  Gleichung  ist: 


yay  ;i\  (—  xY  sin  A  -f-  r2  sin  i?  +  r3  sin  C) 
-f-  y^2'\>('i  sin  JL  —  x2  sin B  +  ^3  sin C) 
+  \  '■  n  .1  +  ' ,  sin  5  —  r3  sin  C)  =  0. 

1"  >9.  Der  geometrische  Ort  ist  ein  Kegelschnitt;  die  Gleichung 

desselben:  

<7i  V'\-'\  +  9tV *?sXi  +  &  V-'Vs  =  °- 
(ff ii  9>>  fa   sind   ^  Längen   der  Seiten   des  Fundamentaldreiecks.) 
410.  Die  Mittelpunkte  liegen  auf  der  geraden  Linie 


sin^''1       Mi,/;    -       sinC*3 


0. 


B8 
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411.   Der  geometrisohe  Orl  \si  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die    Eckpunkte    des    Pundamentaldreiecks    geht.      Die    Gleichung 
Iben  ist 

•' V"'-'  i  '  i si"  '  +  '\ "■''•..■';•,  Bin  /1    !    •'  •' '.,  1 1  -in  /•'      0. 
41-.   Die  Qleichung  des  Durchmesserbüschels  ist 
-'.,.)-,  sin  C  —  (/,.'.;  sin  />'        /(",',  Bin  B        ff.,.'.,  sin  .1)        (). 
I  1.°).   (6j  sin  C  —  b3  sin  />')",  •'',  +  {!',  sin  .-1  —  b,  sin  (!)a2x., 

-+-  (b{  sin  B  —  b2  sin  yl)a3j'y  =-  0. 
414.  /',".,",  sin/1  +  !'■■", "i  sin  i?  +  ^'3^1  «^  s*n  V  =  ®' 
41f>.    hit«    IVilingungsglrichung   ist, 

fift(fli  sin2!?  -f  «a  sinM)  +  (/,  -f  /;,)a2sin-4  sin  C 
+  Oa  sin*  C  -f-  ff 3  sin2  2?  =  0. 
Die  Durchmesser  bilden  demnach  zwei  projektivische  konzentrische 
Strahlenbüschel,  welche  sich  in  Involution  befinden. 

416.  Da  die  Asymptoten  die  Doppelstrahlen  des  Durchmesser- 
büschels sind,  so  erhält  man: 

alflx1  sin  B  —  a2  (sin  G  -f  /"  sin  Ä)x2  +  ff3^3  sin  jK  =  0, 
aifixi  sin  -B  ~  ff2  (sin  0  -f-  f2  sin  Ä)x%  -f-  a3#3  sin  7>'  =  0, 


A- 


ist 


—  ffg  sin  .4  sin  C:  +  sin 1>  ]/—  (ff,  a2  sin2  C-f-  ff.,  a3  sinM  -f- a3 a ,  sin2J5) 
fft  sin2  5  -f-  a2  sin2  A 


417.  Da  die  Achsen  die  Winkel  der  Asymptoten  halbieren, 
so  kann  man  die  Gleichungen  sehr  leicht  mit  Hilfe  der  Resultate 
der  vorhergehenden  Aufgabe  aufstellen. 

418.  Sind  %x  =  0,  x2=  0  die  Gleichungen  der  Asymptoten, 
«3=0  die  Gleichung  der  Tangente,  so  ist  die  der  Hyperbel 

(xy  sinA  —  x2  sin  -Z>)2  +  2x3  sinC^j  sin A  -f  x2  sinjB  +  #3  sinC)  =  0. 

419.  Sind  xx  =  0,  x2  =  0  die  Gleichungen  der  beiden  kon- 
jugierten Durchmesser,  x3  =  0  die  Gleichung  der  Verbindungslinie 
zweier  Endpunkte  derselben,  so  läßt  sich  das  Resultat  auf  die 
Form 

2.r1#2sinJ4  sin-B-f  2xlx„smAsinC+2x2xzshiBsmC+x.i2sin2C  =  0 
bringen.  -,  .  ., 


420. 


fr/     &22 
&'32    &'22 


*f  + 


K 


h* 


'■  &V 


Vt 


<J  + 
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421.  Man  erhält 

1.  für  /■=-():   -1+  -8  =  0,     —  -      "        0; 

2.  für  /  =  1:      2  +  -  -  0,     -8  -      '       (t; 

a.,       a:i  Og       as 

3.  lür  f  =  00:   ^+^  =  0,    ^-'"=0. 

422.  Die  Gleichungen  der  Punktpaare  sind: 


"-  +  ^  =  0       "-  -  ^  =  0- 

*♦*-*  *-?-■> 

423.  (V-  *Y>r+  (^2-  VKf  +  (V~  *i*Ka  =  0. 

424.  Das  System  von  Kegelschnitten  läßt  sich  als  eine  Schar 
betrachten.  Sind  ut  =  0,  w2  =  0  die  Gleichungen  der  Berührungs- 
punkte, u..  =  0  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Tangenten, 
und  betrachtet  man  diese  Punkte  als  Eckpunkte  des  Fundamental- 
dreiecks, so  ist  die  gesuchte  Gleichung 

»i»2-  »32=0. 

425.  Man  erhält  zwei  Kegelschnitte,  welche  der  Aufgabe  ge- 
nügen; die  Gleichungen  derselben  ergeben  sich,  wenn  für  f  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

«iV/"-  «/VW  -  /')  +  a.*b,\l  -  /')  =  0 
eingesetzt  werden.     Diese  Wurzeln  sind 

-  "  .  2a,  V 

426.  Durch  den  gegebenen  Punkt  gehen  zwei  Kegelschnitte  der 
Schar.   Die  zugehörigen  Parameterwerte  sind  die  Wurzeln  derGleichun.ir 

427.  Die  Polaren  entsprechen  der  Gleichung 

xix  1  x>x  2    1    f(x;ix.i ^i^  1  |  __  q. 

ai2  *V  ^  ö.;2  "   ^  ' 

sie  bilden  demnach  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung.  Aus  der 
Form  der  Gleichung  ersieht  man,  daß  sich  der  Mittelpunkt  des 
Büschels  durch  Konstruktion  leicht  bestimmen  läßt. 
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128.  Die  Polaren  bilden  ein  Strahlenbüsche]  zweiter  Ordnung, 
u  Gleiohung  ist: 

M{(a+a)(i+4)j+»la(i-i)  +  ä(i+i) 

-Ar,  Cg  /  f.,  V  C,  f.,  /  )  \  C;1         C2  /  \  C:,  C2  / 

429.  Die  Berührungspunkte  liegen  auf  einer  Kurve  dritter 
Ordnung,  welche  durch  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  und 
durch  den  Punkt  /'  geht.  Die  (ih'ichung  derselben  läßt  sich  auf 
die  Form   bringen: 


erhält 


430.  Man  erhält 

?/ 

*. 

Der  geometrische  Ort  des  Poles  ist  demnach  eine  gerade  Linie. 

431.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist 

a^Uy)' vr'2  +  a1ab1s^2af3  -f-  a2862a;'3a/1  =  0. 
Die  Pole   liegen  demnach  auf  einem  Kegelschnitte,   welcher  durch 
die  Diagonalecken  des  dem  Büschel  zugehörigen  Vierecks  geht. 

432.  Die  Mittelpunkte  liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher 
der  Gleichung 

a .".'  ■',  a/g  sin  C  +  a*x\x\  sin  A  -f  a^xf.yx\  sin  1?  =  0 

entspricht. 

433.  Man  erhält 
u,         "., 


_?  +  *^-v)-a 


Der  geometrische  Ort  ist  demnach  eine  gerade  Linie. 

134.  Der    geometrische    Ort    der   Berührungspunkte    ist    eine 
Kurve  dritter  Ordnung,  deren  Gleichung  die  Form 

a./xlx2(Ä2xl  +  ^i#2)  +  a*x2xsiA$x%  +  •A*xs) 

-f  a22a;3a;1(-41a;34-  ^3*1)  =  0 

besitzt.    Da  diese  Kurve  den  gegebenen  Kegelschnitt  im  allgemeinen 

in    sechs    Punkten    schneidet,    so    werden    sechs    Kegelschnitte    des 

Büschels  von  dem  gegebenen  Kegelschnitt  berührt  werden. 


Trimetriscbc  Koordinaten.  91 

435.  Die  Koordinaten  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  lassen 
sich  mit    Hilfo  der  Gleichungen 

7>\  y^,  +    7>>V;;  +/>>'./,    =    0, 

l^"\  »'-A  V.  +  Bx  vl\)  +  hfu'MBsu',  +  Bsu's) 

+    /,-.;-'  "';;"',(/>,"',+    B3U\)    =    0 

bestimmen.     Der   gegebene  Kegelschnitt    wird    domnach   im   allge- 
meinen von  sechs  Kegelschnitten  der  Schar  berührt  worden. 

436.  Betrachtet  man  das  gegebene  Dreieck  als  Fundamental- 
dreieck und  bezeichnet  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punkten  P 
mit  xu  /g,  /..,  so  entspricht  jeder  Kegelschnitt  der  Gleichung 

"VSV  +  af^x*  -  (%\2  +  z' A:!2  =  0. 

Die    Kegelschnitte    bilden    also    ein    Büschel.      Die    übrigen    drei 
Fundamentalpunkte  des  Büschels  lassen  sich  leicht  bestimmen. 

I.">7.  Man  lindet  leicht,  daß  sich  die  gesuchte  Gleichung  auf 
die  Form 

bringen   läßt,   in   der   ~  ein  variabler  Parameter  ist.     Die  Kegel- 

schnitte  bilden  demnach  eine  Schar. 

438.  Die  Durchmesser  bilden  ein  Strahlenbüschel  erster  Ord- 
nung, welches  der  Gleichung 

— ^(&2  sin  C  —  b3  sin  B)xl -(&.$  sin  A  —  bx  sin  C)x2 

-f  f  |     2(&,  sin  B  —  b.,  sin Ä)x~ r2(b2  sin  C  —  b,  sin  B)x1  \  —  0 

entspricht. 

439.  Die  Gleichungen  der  vierten  Harmonikaien  sind: 

"l-  ■' i     ~   atöX3  ""  °>        «12*2  -  »18*3  —  °1        »83*3  _  UUXi  =  '  '• 

Da  die  Determinante 

o13     —  a2Z  0 

-  »18  °  «23 

den  Wert  Nnll    besitzt,    so   müt'sen   diese   Geraden    sich   in   einem 
Punkte  durchschneiden. 
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litt.    |)i(<  Glt>u  liungon  der  vierten  harmonischen  Punkte  sind: 

ii.         u. 


*  -  Ä      o. 


•31  ":il         "l-_-  "r_- 

M.ui  ersiehl   sofort,   daß  «lioso  drei  Punkte  in  einer  gornden  Linie 
liegen. 

441,   Man   erhall    durch   Elimination   <lor  variabeln   Parameter 
/  uml  /.   aus  den  Relationen 

a+4_,(a_a)_0,    a+a_i(a_a)_0| 


sin  A 

sin  -B 

sin  C 

1  +  f 

1-/" 

0 

«l 

«2 

1  +  fc 

0 

1  — fc 

«1  a;i 

die   Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 


YV^  +  ^  sin  £+-!*% 


02"<V  a3  ai  ai  a2 

d.  h.   der  geometrische  Ort  ist   ein   dem  Fundamentaldreieck   um- 
-<1  inebener  Kegelschnitt.     Vergl.  Lös.  432. 

442.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  lautet  in  diesem 


Falle 


2*3 


".,-"-, 


+  h 


OC.y  Ob  , 


"l"„    In   2 


\   +   &3 


XlX2 

a,2a" 


=  0. 


'2   "'3  a3   a'l  "1   w2 

Welche  Lage  hat  das  Fundamental dreieck,  dem  dieser  Kegelschnitt 
umschrieben  ist,  zu  dem  von  den  Schenkeln  der  gegebenen  Winkel 
gebildeten  Vierseit? 

443.  Der  geometrische  Ort  ist  ein  Kegelschnitt,  die  Gleichung 
desselben 

ax  b^x*  -f  a2&i#i#2  +  «i&3#i  #;J  +  (f'2^.i  —  (h^2)x2xö  "^  ^ 
(Mac  Laurin).     Durch    welche    von    den   gegebenen  Punkten   geht 
dieser  Kegelschnitt? 

444.  Es   seien  gy^  <79,  g3  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks, 
und  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Punkte: 

(Pj)ajWi  +  a2t(2  +  a3us  =  0,  (P2)&iMi  +  &2w2  +  &3m3  =  0, 
dann  ist  die  Gleichung  der  Enveloppe 

ai  \  ui2  +  a2  ^i  ui  u2  ~^~  ai  ^3  wi  lh  +  (a2  ^3  —  aa  ^2)  "2  M:i  =  0- 
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Das  Strahlenbüschel  gehörl  demnach  der  zweiten  Ordnung  an  und 
wird  von  einem  Kegelschnitte  eingehüllt.  Von  welchen  der  ge- 
gebenen Geraden  wird  dieser  Kegelschnitt  berührt? 

!  J").  Es  mögen  die  beiden  festen  Punkte,  durch  welche  die 
drei  Kegelschnitte  gehen,  Eckpunkte  des  Fundamentaldreiecks  sein, 
dann    hissen    sich    die    Gleichungen    der    Kurven    auf    die    Gestalt 

«11*1*  +  «l2*l*2  +  «23*2*3  +  «81*3*1  =  °> 
a'nXx-  +  a'^X^z  +  ^28*2*3  +  °'8i*s*i  =  0, 

«"n*i8+  «"12*1*2  +  «"23*2*3  +  «"31*3*1  =  °; 

demnach  sind   die   Gleichungen   der  gemeinschaftlichen   Sehnen: 

(«11  «M-  «'ll«2s)*l  +  (ai2fl'23—  «'l2«2s)*2  +  («31  «M-  ^Sl0»)*»""  °> 
(«'ll«"23— «"ll«,23)*l  +  («'12«"23  — «"l2«'2s)*2+(«'31«"23— «"31«,23)*3==°5 
(«"ll«2S—aHa"2s)*l+(«"l2«23—  «12«"23)*2  +  («"31«23—  «SlAsH  =  °- 

Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  diese  drei  Geraden  durch  einen 
Punkt  gehen. 

446.  Haben  drei  Kegelschnitte  zwei  gemeinschaftliche  Tan- 
genten, so  lassen  sich  an  je  zwei  dieser  Kurven  zwei  andere  ge- 
meinschaftliche Tangenten  legen,  deren  Schnittpunkte  in  einer  ge- 
raden  Linie  liegen. 

447.  Es  sei  die  Gleichung  des  Kegelschnittsystems 

aliXlX%-\-  02S*2*S"1"  «31*3*1  ~^~  ^(«23*1*2  —  «31*1  *)  =  ^- 

In  dem  vorliegenden  Falle  läßt  sich  zur  Bestimmung  des  Para- 
meters k  die  Relation 

(i., .?!■>.. ~fr  4-  2n .,., b.(a l2&3  —  ff23&,  +  «si&2)Ä 

+  a122&32+  r'..:/2^|"  +  ai\Z^i~  2«12ö23&3&i  —  ^a-2i"\:^:J'-2  ~   "a\in:\J>JJ\  =  ^ 

aufstellen.  Zwei  Kegelschnitte  des  Systems  werden  demnach  von 
der  gegebenen  Geraden  berührt  werden. 

448.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittsystems  läßt  sich  auf  die 
Form  bringen 

",.,;"'', r„ 4-  ".,.rr.,.r,  +  a)}x.^xl  -{-kia.^x^ -\-  2a3ta2Sxlxi-\-  " -_>32  •>'./)  =  0. 

Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  entspricht  in  diesem  Falle 

der  Relation 

sin  A 
sin  B 


I  rt12     a13     sinyl 

xl  :  x.,  =     0        Og3     sin  B 

ö32     0        sin  C 


«13 

0 

«28 

«21 

0 

a,. 

sin  C 
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Die  fifittelpnnkte  liegen  demnach  alle  ani  einer  Geraden,  welche 
durch  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  aller  Kegelschnitte 
hindurchgeht. 

449.  Die   Polaren  entsprechen  <I<t  Gleichung 

I-  (&,*',  +  VA*',  +  A/M  A  K,  +  •'■',-'•,)  =  0; 
d.  h.  sie  bilden  «.in  Strahlenbüschel  erster  Ordnung. 

450.  Betrachte!  man  in  <lt*r  vorhergehenden  Aufgabe  and 
LOsung  .  .  ;  '',,  ''.,,  ''  als  homogene  Linienkoordinaten,  so 
erhall  man  das  Resultat:  die  zugehörigen  Pole  liegen  alle  auf 
einer  geraden   Linie. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Hseherieb,  Dr.  Gustav  von,  Professor  an  der  Universität  Czerno- 

witz,    Einleitung   in    die    analytische   Geometrie   des  Raumes. 
[VIII  u.  282  S.j     gr.  8.     1881.     geh.  n.  .//  6.20. 

Dieses  Werkeheu,  das  nicht  mehr  als  eine  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie 
des  Raumes  zu  sein  beansprucht,  stellt  sieh  die  Aufgabe,  den  Leser  mit  den  elementaren 
Methoden  und  Begriffen,  die  der  analytischen  Geometrie  in  ihrem  Entwicklungsgänge 
erwuchsen,  bekannt  zu  machen.  Es  unterscheidet  sich  hierbei  von  den  Werken  ähnlicher 
Tendenz,  den  berühmten  Vorlesungen  Uebses  und  der  nicht  minder  berühmten  analy- 
tischen Geometrie  des  Raumes  von  George  S.ilmon,  abgesehen  von  einer  für  eine 
Einleitung  gebotenen  größeren  Beschränkung  dos  Stoffes  —  durch  eine  viel  bti 
Berücksichtigung  und  Verwendung  d<  r  Methoden  und  Resultate  der  sog.  synthetischen 
projektrrlstischen  Geometrie.  Die  Berechtigung  hierzu  glaubte  d  r  Verfasser  in  dem 
immer  mehr  in  dir  Forschung  hervortretenden  Streben  nach  Verschmelzung  und  zweck- 
mäßiger Verbindung  der  rein  geometrischen  Betrachtungsweisen  dieser  Disziplin  mit 
denen  der  Koordinaten- Geometrie  zu  finden  und  der  hiernach  dringenden  Notwendigkeit 
sich  die  Fundamentalbegriffe  beider  Disziplinen  anzueignen. 

Fort.  O.,  und  ö.  Selilomilcli .  Professoren  an  der  Königl.  poly- 
technischen Schule  in  Dresden,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie. Zwei  Teile.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
5.  und  4.  Aufl.    gr.  8.     1883.    1877.    geh.  n.  M  9.— 

Einzeln: 

I.Teil.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  O.Fort.    5.  Aufl. 

von  R.  Heger.     1883.     [VIII  u.  260  S.]  n.  Jt  4.— 

II.     ,,      Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  0.  Schlömilch. 

L  Aufl.     1877.     [VIII  u.  286  S.]  n.  Jt  b.— 

Das  vorliegende  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  ist  vorzugsweise  für  den 
Unterricht  au  technischen  und  anderen  höheren  Schulen  bestimmt.  Der  ungeteilte  Bei- 
fall, den  dasselbe  gefunden,  hat  bereits  eine  fünfte  Auflage  nötig  gemacht  Wo  die 
fernere  Einführung  beabsichtigt  wird,  stellt  die  Verlagshandlung  dem  betreffenden  Lehrer 
gern  ein  Freiexemplar  behufs  vorheriger  Prüfung  zur  Verfügung. 

(»riif'e.  Dr.  Friedrich.  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie,  des 
Kreises  und  der  Kegelschnitte.  Kür  Studierende  an  Universitäten 
und  technischen  Hochschulen  bearbeitet.  [IV  u.  136  S.]  gr.  8.  1885. 
geh.  n.  Jl  2.  40. 

Das  Buch  ist  zum  Hilfsmittel  für  Studierende  bestimmt.  Die  Kenntnis  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  wird  nicht  vorausgesetzt.  Die  Sammlung  enthalt  über  1200 
Aufgaben  und  Lehrsätze  in  den  Abschnitten:  1.  der  Punkt,  'i.  die  gerade  Linie,  Linien- 
koordinaten ,    8.    Bestimmung    von    geometrischen    Ortern     mittelst    der    geraden    Linie, 

4.  harmonische  Linien  und  Punkte,  Punkte  und  Linien  der  Involution,  Dreieckkoordinaten, 

5.  über  dleichungeu  von  höheren  Graden,  welche  gerade  Linien  darstellen,  ti.  der  Kreis, 

•  rae  von  Kreisen,  8.  die  Kegelschnitte,  Systeme  von  Kegelschnitten,  9.  die  Ellipse, 
10.  die  Hyperbel,  11.  die  Parabel.  12.  vermischte  Aufgaben.  I'er  Verfasser  beginnt  jeden 
Abschnitt  mit  den  einfachsten  Repetitionsfragen  und  geht  dann  durch  reichliche  Zahlen- 
beispiele für  Entwickelungen,  die  beim  Vortrag  gegeben  werden,  zu  schwierigeren 
Übungen,  welche  über  den  Rahmen  des  von  Dozenten  zu  Gebenden  hinausgehen.  In 
einem  später  erscheinenden  zweiten  Teil  will  der  Verfasser  die  Antworten  auf  die 
Wiederholungsfragen,  die  Auflösungen  der  numerischen  Beispiele  und  Anleitungen  zur 
Lösung  der  schwierigeren  Aufgaben  mitteilen 

Hesse.  Dr.  Otto,  weil.  Professor  am  Künigl.  Polytechnikum  zu  München, 
Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden 
Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene.  Dritte  Auf- 
lage, revidiert  von  Dr.  S.  Gundelfinger,  Professor  am  Großherzog- 
lichen Polytechnikuni  zu  Darmstadt.  [VIII  u.  230  S.]  gr.  8.  1881. 
geh.  n.  Jl  6.20. 

„Mau  kann  ohne  Übertreibung  behaupten,  daß  es  sehr  wenige  Bücher  giebt,  die 
auf  dem  kleinen  Räume  von  SSO  Seiten  eine  solche  Fülle  von  Material  in  einer  so  ele- 
ganten und  durchaus  klaren  Darstellung  bieten  n.  s  w.u 
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Henne i  Dr.  Otto«  weil.  Professor  am  Königl.  Polytechnikum  eu 
m  ii.  hcn,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  den  Raumes, 
insbesondere  Aber  Oberflächen  »weiter  Ordnung.  Etevidirt  und  mit 
Zusätseo  vi  ehen  von  Dr.  S.  Gundelfinger,  a  o  Professor  an  der 
Universität  zu  Tübingen,    Dritte  Aufl.    |  XVI  u.  646  S.|    gr.  8.    1878. 

•r,.],.  11.     Ji     L8 

„Ungeachtet    des   bedeutenden  Aufschwunges,   welchen   die   analytische  Geom  tri« 

namenüich  im  Verlaufe  >le*  loteten  Vierteljahrhundorti  einerseits  durch  'in-  Erweiterung 

ndorerseits  durch  die  Fortschritte  der  algebraischen  Methoden, 

besonders  m  der  Tl rle  doi  Determinanten  and  der  homogenen  Funktionen,  genoi 

i,»t ,  i  •  oooh  i"'  vor  Icnriem  an  einem  Lehrbuehe,  welohes  geeignet  gewesen 

.!.  n  Btudierenden  der  Mathematik  tur  KinfOhrung  in  diese  neueren  Disziplinen  so 
dienen      Ptlr   die  analytiaohe  Geometrie  der  Ebene   i«t  zu  diesem  Zweoke  den  deutschen 
•  ii  .•  n  wichtige  Hilfsmittel  in  der  Fiedlersohen  Übertragung  das 
Salmnnschen   Werkes   in   die  Hand    gegeben    worden;  fflr  die  des  Raumes   wird  «1  i •    er- 
«..luii.-   Lücke    im*,  rrr    matbematisoheu   Litteratur   auf  eine   ausgezeichnete  Weise  ib 

das    ?or  lies  ende  Lehrbuch   aufgefüllt.     DaB  der  Verfasser    desselben  v..r  sllen  berechtigt 

n   diese    Lücke   einzutreten,    dazu   hat   er  Bicb    den  Anspruch  durch  seine  rüstige 

Mitwirkung   am   Ausbau   sowohl  der  analytisch- aetrischen  Methoden,  uls  der  hiermit 

im  Zusammenhange  stehenden  Teile  der  Algebra  erworben;  ein  J'.liek  in  die  letzten 
swansif  e    ron   t  relies  Journal    wir.l   genügen,   Ihm    dii  i  Igung  zusu- 

erkennen.  Gegenüber  der  Stellung  des  Verfassers  nnf  dem  Gebiete  der  Wissenschaft 
muLi  Referent  von  einer  kritischen  Besprechung  des  i  fliegenden  Werke»  absehen,  nm- 
somehr,    als    dieselbe    nur   auf   Anerkennung   des    darin    dargelegten    Talentes   und    <lcr 

rsohafl  in  der  Darstellnngsweise  hinauslaufen  kr. nute  --  [Folgt  Inhaltsangabe.]  — 
i  .1  Leser,  welohe  mit  .1  d  notigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  Zugang  zu  den  neueren 
analytisch  *  geometrischen  Thoorien  erhalten  willen,  kann  .las  vorliegende  Werk  als 
ein.*  der  wichtigsten  Hilfsmittel  bezeichnet  werden  u.  «.  w.'1 

|ii    Port  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik] 

HocIiImmiii.  1  >  1-  Irioil'.  Professor,  Aufgaben  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.  Heft  I.  Die  gerade  Linie,  der  Punkt, 
der  Kreis,  gr.8.  1882.  geh  in  2  Abteilungen :  A.Aufgaben.  |79S.] 
n.  ./.'  1.60.     B.Auflösungen.    [102  S.]  n.  M  1.50. 

11.11    II.     Die   Kegelschnitte.     Abteilung  1.     Zwei   Hefte. 


gr.  8.    1883.    geh.  n.  M  2.80      A.  Aufgaben,    j  IV  u.  7G  S.]    n.  Jl  1.20. 
B.  Auflösungen.     [93  S.J  11.  -    1.60. 

Haliuon.  tteorjre.  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Biethoden.  Frei  be- 
arbeitet von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  eidgenössischen 
Polytechnikum    zu    Zürich.     Vierte  Aufl.      (XXIV   u.   701    S.]     gr.   8. 

1878.  geh.  n.  Ji  14.40. 

analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven.    Deutsch 

bearbeitet    von    Dr.   Wilhelm    Fiedler.      Zweite    verbesserte    Aufl. 
|XVIu.  B08S.)     gr.8.     1882.     geh.  n.  Uf  11.20. 

analytische  Geometrie  des  Raumes.     Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Willn  hu  Fiedler.     I »ritte  verbesserte  Aufl.    Zwei  Theile.    gr.8. 

1879.  1880.     geh.  n.  JT24.— 

Einzeln: 

I.  Theil.  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten 
Grades.  [XXXI11  u.  362  S.  mit  Holzschnitten  im  Text.] 
1879.  n.  Ji  8.— 

II.  „  Analytische  Geometrie  der  Curven  im  Räume  und 
der  algebraischen  Flächen.  [LXXII  u.  686  S.  mit 
Holzschnitten  im  Text.l     1880.  n.  Ji  16.  — 
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